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量 版 说 明 


害 米 多 维 奇 (B.I.IEMHITOB 巧 可 著 &4 数 学 分 析 习 题 全 多 
一 节 的 中 译本 ， 自 五 十 年 伐 初 在 我 国 攻 译 出 版 以 来 ， 引 起 了 
全 国 各 大 专 院 校 广 大 是 生 的 巨大 反响 。 凡 处 事 数 学 分 析 载 学 
的 师 生 ， 常 以 证 解 该 习题 集中 的 习题 ，。， 作 为 检验 掌握 数学 分 
术 基 本 知识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 二 十 多 年 来， 对 我 
区 数学 分 析 的 示 学 工作 是 蕉 为 有 益 的 。 - ， 

该 书 疗 十 多 道 习 题 ， 数 量 多 ， 内 容 站 富 ， 由 温 入 深 ， 杏 
分 题 蛋 难度 大 。 涉 及 的 内 容 有 函数 与 板 限 ， 草 变量 函数 的 投 
分 学 ， 不 咱 积 分 ， 定 积分 ， 级 数 ,， 多 变量 丕 数 的 投 分 学 , 带 参 
变量 积分 以 及 重 积分 与 曲线 积分 、 曲 面积 分 竺 等 ， 福 播 了 数 
学 分 析 的 全 部 主题 。 当 前 ， 我 国 广大 读者 ， 特 玉 是 青 于 刻苦 
自学 的 广大 数学 爱好 者 ， 在 为 四 个 现代 化 而 勤奋 学 习 的 热潮 
中 ， 亡 雪 需 要 对 一 些 颇 难 习题 有 一 个 较 明确 的 回 答 。 有 鉴于 
此 。 我 们 特约 作者 ， 阔 全 书 4462 题 的 所 有 解答 汇 辑 成 书 。 共 
分 六 册 出 版 。 本 忆 可 以 作 为 南 竺 院 和 的 皂 学 参考 用 书 ， 同 时 
也 可 作为 广大 读者 在 自学 微 各 分 过 程 中 的 参考 用 性 。 

人 站 所 周知 ， 原 习题 集 , 题 多 难度 大 ,其 中 不 少 避 题 如 累计 
真 习 作 交 话 ， 取 可 以 深刻 地 巩 国 我 们 所 学 到 的 基本 福 念 ,又 可 
以 有 葡 地 提高 我 们 的 运 工 能力 ， 特 别 是 有 些 难题 还 可 坟 珠 使 
我 们 党 会 综合 分 析 的 感 维 方法 。 正 由 于 这 样 ， 往 们 筷 切 期 户 
初学 数学 分 析 的 青年 读者 ， 一 定 要 刻苦 钻研 十 万 不 要 轻 易 


-一 一 一 一 -一 -一 -一 -一 ~- 一 一 一 一 rrrro rar 一 rr 


查抄 本 书 的 解 环 ， 因 为 狂人 和 何 肖 史 独立 思索 的 人 作法， 都 是 过 篆 
我 们 出 版 此 书 指 本 意 。 何 况 所 人 必 解 答 并 非 一 定 和 标准， 仅 必 参 
考 而 已 。 如 有 某 些 误解 、 差 错 也 在 所 难免 ， 一 经 发 觉 ， 感 请 
输 正 ， 不 竹 感 谢 。 

本 书 蒙 潘 承 洞 载 授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 部 天 钨 
载 按 、 帮 品 玉 副 才 授 对 全 书 作 了 重要 伍 细 的 审 校 。 其 中 相当 
数量 的 难度 大 的 题 ， 邦 是 郭 大 多 、 履 品 球 亲 自作 的 解答 。 

参加 本 骨 审 杭 工 作 的 还 有 张 戏 光 、 徐 庄 同志 。 

参加 篇 演 工 作 前 还 有 黄 春 朝 同志 。 

未 节 在 编审 和 过程 中 。， 还 得 到 古 未 大学、 未 工学 院 、 
示 师 范 学 院 和 曲阜 师范 学 院 移 领导 和 同志 们 的 天 力 云 持 ， 神 
在 此 一 并 致谢 。 


1979 年 4 月 
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允 变 量 函 数 的 极 醒 . 连续 性 … 

仿 导 画 数 ,， 驳 变量 画 数 的 微分 
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呈 1 . 


S2 . 
喇 3 。 


S4 . 
人 56. 


) 文 积分 中 的 变量 代 撤 ， 广 愉 积分 号 下 


微分 法 及 积分 法 … 
盛 拉 积 分 … 


锋 昌 时 积分 公式 ， 生生 用 生 由 由 本 重 击 四 出 由 二 二 直 昌 二 下 本 二 二 二 由 册 二 二 生生 生病 让 出 由 于 本 人生 站 


第 六 章 ”多 变量 函数 的 微分 法 


81. 多 变 量 函 数 的 极限 .连续 性 
12 多 变量 函数 的 直 限 证 国 数 乒 五 ) 一 六 [Xi Mao 


在 以 五 为 聚 点 的 集合 五 上 有 定义 ， 若 对 放任 何 的 sn 
存在 育 3= 上 ee: 一 0， 使 得 只 要 三 E 巧 机 0 一品 ( 有 :已 一 各 
[其 中 PP,Po) 为 已 和 已 ,二 虚 间 的 蝶 离 ?， 风 
17CP)? 一 4-=e， 
我 们 就 说 
mm FCP)= 公 
2 连续 性 若 
5 TCR 一 ACPo。 
则 称 函 数 FCP) 于 P。 点 是 连续 的 


Mr rr ur 


Mr vererore or ro were 


3 一 致 连续 性 ” 若 对 王 每 一 个 se 一 0 都 存在 有 取 与 有 


关 的 5 一 0， 使 得 对 于 域 C 中 的 任何 点 已"，PA， 只 要 是 
开 ，I 6。 


便 有 不 等 式 
LHCP 一 FCPy)1-e 
成 立 ， 册 称 函 数 fCP) 于 域 G 内 是 一 致 连续 的 。 


于 有 界 闲 域内 的 连续 画 数 于 此 域内 蕙 一 致 连 录 的 。 


确定 并 绘 出 下 列 函 数 存 在 的 域 ， 
51 有 6 。 uc 一 Y 十 AAA ， 
解 ” 存 在 域 为 半 平 面 ， 
闻 六 站 生 


如 图 6'1 阴影 部 分 所 示 , 包 括 束 个 DOx 办 在 内 。 


心 中 
图 日 民 
51387，4 一 AT 一 y 
十 AAA33 一 1 
解 ”存在 域 为 汪 足 不 
等 式 _ i 


1x1<s1,|31 芝 1 
的 点 集 ， 如 图 6.2 阴 
形 部 分 所 未 ， 包 揪 边 
界 〈 粕 实 线 ) 在 内 . 
5158. 2 一 /AT 二 2 一 
解 存在 城 为 圆 


5139.。 : 


3T40 。a 一 


AAAX3 十 JE 一 (和 一 克 5 


35141。 


等 式 


1 本 本 FreeererroraTmerermerna 一 mr 一 一 二 rr 一 一 


2 十 y2<1， 
如 图 6'3 阴影 部 分 所 
示 ， 亿 揪 辆 周 在 内 。 
_ 了 ， 
7 
解 ”存在 域 为 满足 未 
等 式 

人 2 十 和 2】 
的 点 集 , 即 辆 zz 十 和 2 
一 1 的 外 面 ， 如 图 6 
4 所 示 ， 不 包括 图 周 
〈 碟 线 ) 在 内 . 


和 解 ”存在 域 为 满足 不 
圭 式  - 
工夫 居 十 和 2 < 机 
的 点 集 , 吉 图 6.5 所 示 
的 环 , 包 播 边 异 在 内 . 
3 
2YX 一 汪汪 


解 ”存在 域 为 满足 不 


必要 半 2 十 攻 2- 一 2 区 


的 点 集 . 由 xx 十 ys 


> 得 出 

(一 二 ) +yz>( 寺 ) ， 
由 x2 廿 32 一 2 得 
出 
(xx 一 1)2 寸 yz- 一 1， 
酚 者 组 成 一 月 形 ， 
如 图 66 胃 影 部 分 
所 未， 

5142， 4 一 AAA 一 (《%2 十 多 2)2。 
解 ”存在 堪 为 满足 
不 等 式 

一 JSX2 二 3 
的 点 全 ， 如 加 6.7 
明 影 部 分 所 了 示 ， 人 包 
插 边 界 在 内 。 

和 145 ， 习 一 ia 一半 一 少 )》。 
解 ” 存 在 域 为 六 平 
秆 

溯 士 30 
如 图 6:8 阴影 者 分 
所 示 ， 不 包括 直线 
2 十 = 一 0 在 内 。 

本 114， 苹 一 are sinm 过 。 


解 ” 存 在 起 为 满足 
间 


不 等 式 

之 < 狼 1 
或 |3?| 委 |x%| 《zx 关 0) 
的 上 戌 售 ， 这 是 一 对 对 
项 的 直角 ， 如 图 6:9 
阴影 部 分 所 示 ， 不 包 
揪 原 点 在 内 。 

严 
区 十 “ 图 686:9 
种 ”存在 域 为 满足 不 等 式 


5145，8# 一 arceos 


上 


的 点 和 集 . 由 | 5 | 二 :得 1x1<12+y| 《x 二 一 yy)， 


即 xs<x2 十 2X3 十 2 孔 203 十 2x)220 ， 也 即 
人 _ 他 


日 
了 区 一 2 


但 xx，2 不 能 同时 为 

零 .这 是 由 直线 : wy 一 y 二 2x 一 0 
0 和 > 一 一 2x%4 所 国 成 

的 一 对 对 项 的 和 ， 如 

图 6.10 阴影 部 分 所 

示 ， 和 包括 边 界 在 内 ， 

得 不 包括 公共 项 点 口 
《0,02 在 内 。 


水 < 扫 一 33Y。 


这 


1 休 


j 玉 


玫 
印 
世 
心 


S146， 刀 一 arc sin2s 了 afcsinK 1 一 少 )。 


解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 


近 1 及 11-3|1s1K7 天 0 ) 


了 
习 到 


的 点 集 ， 即 
2 Xey 


0O<<yY< 二 2 


站 
马 > RSS 
0<?<s3。 一 一 二 一 一 
这 是 由 抛物 钱 : 


3 一 光一 一 
和 直线 yy:-= 站 所 
转 蕊 的 曲 边 三 第 
形 ， 名 图 6"11 阴 
影 部 分 所 示 ， 不 
包 揪 原点 在 上 内。 
3147. 玉 一 wsSinfXz5 二 yy57。 
和 解 ” 存 在 域 为 满 
足 丰 等 式 
SjnfX2 于 风 2) 2 
或 2 和 <2 十 条 
<SK325 二 1) 加 攻 开 图 6-12 
=01*2，… 的 点 储 ， 如 图 6"12 所 未 的 同心 环 族 。 


314 如 。 4 一 arccos<7T 


解 ” 存 在 域 为 满足 不 
等 式 


| -天 芋 -| < 1 
AI 2 十 3 
《xs 不 同时 为 
受 ) 
或 
32 十 光 2 一 有 2 站 
《xx， 3 不 同时 为 
零 ) 图 6.13 
苞 点 介 ， 这 是 罗 锥 xx 二 33 一 2 一 和 的 外 面 ， 如 图 
6"18 阴影 部 分 所 未 ， 包 揪 边 办 在 内 ， 但 瑞 除 去 圆锥 
的 硕 点 . 
5149。 电 一 1mCXYz>。 
解 存在 域 为 注 足 不 等 式 


其 JE 


韵 点 集 ， 即 . 
0D 4 一 下 Di 或 区 -03 各 着 一， 
Y-0 02 一 0 或 09 一 0 -0 
其 图 形 为 空间 第 一 、 第 三 、 第 六 及 第 八卦 限 的 总 体 ，， 
但 不 包括 坐标 面 。 由 于 畦 形 为 读者 所 郊 知 ， 破 省 略 。 
以 下 有 类 似 情 况 ， 丰 再 说 明 。 
315，# 一 ln 一 工 一 2 一 少 8 十 二 7) 


5151。 


5152。 


5155 。 


解 ” 存 在 域 汶 认 足 直 等 式 “ 
一 %2 一 2 十 32 一 卫 
的 点 集 . 这 是 双 时 双 
蝶 面 %3 十 光 2 一 名 要 = 
一 工 的 内 部 ， 如 图 6 
14 阴 影 部 分 所 示 ， 不 
包括 界面 在 内 
作出 下 殉 函 数 的 等 位 
张 : 
人 一 党 二 
解 ”等 位 线 为 平行 直 


如 图 6.15 所 示 ， 
了 一 X2 十 2 
饥 ” 等 位 名 为 曲线 族 
%2 十 y2 一 G3 
《acz0)》. 
当 c 一 0 时 为 原点 当 
aa 一 0 时 ， 等 位 钱 为 以 图 丰 .15 
原点 为 画 它 拘 同 心 册 族 ， 
一 2 一 了 2。 
解 ” 等 位 强 汶 曲 强 族 
光 2 一 42 一 瑞 ，， 


当 有 = 0 时 为 两 条 互相 牌 直 的 直线 ，? 一 和 2 一 一 %。 


3154。 


3155 。 


s158 。 


35157 ， 


当真 夫 0 时 为 以 y 一 土 * 为 公共 新 过 线 的 等 边 双 曲线 族 ， 
其 中 当 久 -8 时 顶点 为 (一 ww 下，027Cw 027， 当 
民 一 人 时 项 点 为 (0 。 一 /一 下) 《0 ww 一 并) 。 
2 一 《区 十 儿 22 ， 
解 等 位 线 为 曲线 族 
〔 汉 十 )2 一 22 《CGO)。 

妆 a 一 0 为 直线 xy 一 0。 当 Ga 关 0 时 为 与 直线 和 十 
3 一 0 平行 的 且 等 距 的 直线 xX 十 一 士 ， 

史 


2 一 江 。 

解 ”等 位 线 为 以 泽 标 原点 为 东 心 的 直线 束 
昌 一 六 2 【〔【 天 0 

不 包括 吕 y 轴 在 内 。 


= 
六 3 十 呈 汉 


解 ”等 位 线 为 萌 贺 族 


和 2 十 242 一 42《c 日 ). 
站 必 
长 半 轴 为 =， 短 半 轴 为 -5 ,焦点 为 (一 aoY 到 ,0) 
及 (eV 三 ,0o)。 
2 一 AwA 3y， 
解 ”等 位 线 为 珊 线 族 
3 一 (am 09) 
当 a 一 0 时 为 坐标 加 < 一 0 及 ?一 0 。 当 ao~0 时 为 区 
两 坐标 加 为 公共 洒 近 线 且 位 于 第 一 、 第 三 猜 限 内 的 等 
多 


辽 


思 双人 山 线 族 ， 项 点 为 Y 
〖《 一 G 一 9 下 (G， Q@7 。 


31538 .2 一 [zx 二 23。 


3S159 . 


了 0 


ea 


和 解 ”等 位 线 为 曲线 族 
1x| 十 了 一 直 ， 
其 中 8 为 一 切实 数 . 当 9 < 
xi 30 时 为 X% 十 一 下 
当 x 一 0 时 汶 一 和 十 3 
一 已. 这 是 顶点 在 口 ?y 
轴 上 两 支 互 相对 直 的 
射 全 所 构成 的 折线 
族 ， 如 图 6.16 所 示 。 区 8716 
衬 一 | 芝 | 十 13 一 上 x 十 了 | ，- 
解 等 位 线 为 曲线 族 
] 攻 [十 | 一 < 十 3 了 [一 和。 
因 汶 年 有 12 二 131 荆 12 二 21， 所 以 oz0。 
当 6 一 0 时 ， 由 ix 二 yj 一 1% 十 ?1 两 过 平方 即 得 
Xe0， 

即 为 整个 第 一 、 第 三 和 象限， 包括 两 坐标 轴 在 内 -. 
当 we-0 时 ，xy 一 0， 分 下 面 四 组 求解 : 

【12 一 0O， 区 十 3 芝 0，[xX| 十 |y| 一 |x 二 | 


一 25， 解 之 得 > 一 一 也 3 


《23 下 0 十 3912 十 1371 一 [|x 士 闻 | 


一 C 解 之 得 x 一 也; 


人 


35180. 


《3 X<=0，34> 一 0 X% 士 330 1x| 寺 | 一 1x 二 yy| 
一 5, 解 之 得 * 一 一 了 


《4 < 
了 0 十 xD， 
1x 二 13 一 | 
十 了 1=a， 解 之 
得 >=- 末 。 
这 是 顶点 位 于 直 
线 守 才 3% 一 0 上 的 
两 支 瑟 昔 土 直 的 
折线 族 ， 它 的 各 
射 绥 平行 于 坐标 
办， 如 图 6'17 所 示 。 


号 下 
全 之 
2 一旦 < 机 


解 ”等 位 钱 为 曲线 族 


5 一 《zx，2 不 同时 为 零 ) ， 
其 中 上 为 异 于 零 的 一 切实 数 。 上 式 可 变形 为 
(Ce 一 去 ) +y 一 (于 ) cxo)， 


当 一 0 时 , 即 得 e ”+ 过 一 1, 从 而 等 位 线 为 * 一 0 即 口 y 
轴 ， 但 不 包括 原点 。 


3161. 


了 了 


当 和 0 时 为 中 心 在 > 
Ox 轴 上 且 经 过 上 坐标 a = 
原点 《但 不 包 插 原点 <<" a >0 
在 齿 ? 的 圆 东 , 圆 心 在 


Go,eaa||， 
如 图 6* 18 所 示 。 


己 一 和 【区 一 个 了。 


解 ”等 位 线 为 曲线 族 4 


钙 


光一 他 式 晶 > 一 D3。 鲍 人 .18 
当 aa 一 1 时 为 直线 % 一 1 及 Ox 轴 的 正 向 半 射 经 ,但 不 包 
插 原 点 在 内 , 


当 0 一 al 与 cr 1 时 的 图 象 如 图 6.19 所 示 。 


男 


了 一 和 ET 


解 ”等 位 线 为 曲线 族 


5165， 


半 9e 一 下 《人 = 站 
即 
?inx 一 避 一 lng 。 


当 一 e-! 时 为 直线 x 一 1 


范 一 直 
和 曲线 > 一 下 当 0<a 
一 二 ， 二 一 6 一 1 或 a>1 时 
窗 象 布 满 整个 右 半 平面 ， 
如 图 6:20 所 示 ， 不 包 播 
Oy 轩 . 
iu JE 
2 InVY 让 了 2 二 > 《ee 一 0) 。 
解 ”等 位 线 为 曲线 族 


《和 一 冲 和 
让 直到 5 二 一 全 (9)， 


赭 理 得 
《ET 一 及 2)2X2 一 2GC1 十 下 2) 交 十 《1 一 让 27G2 
十 《1 一 六 2 92 一 0 
当 = 一 1 时 得 x=0， 即 吕 输 . 当 训 1 时 ， 上述 方 
程 可 蛮 形 为 


@T 十 忆 23 12 2R 2 
[xz 一 二 外- > ] 十 ?2 一 人 [) 生 


这 是 以 点 (2 ，0 ) 为 图 心 ， 半 径 为 | 22 


了 了 


3164 . 


了 


的 间 族 . 当 0 一 hs 一 1 时 , 贺 分 布 在 右 尘 平面 ; 当 - 上 
时 :图 分 布 在 左 尘 平面 . 
如 果 注 意 到 属 心 与 原点 上 距离 的 平方 为 


[二 全 2 ?上 一 CC 和 十 昌 玉 3 
[ 一 让 2 3 


=oz+(2 2 二 ， 
即 竺 位 绕 圆 族 与 贺 
2X2 卡 3 一 2 在. 交 

点 处 的 半径 互相 下 
直 《 或 再 心 距 与 两 
图 的 半径 构成 直 节 
三 戎 形 ) ， 便 知 等 
位 如 加 族 与 册 半 十 
3 一 和 成 正 变 . 如 
图 6-21 世 示 . 


2G4 


迪 二 去 了 各 十 谋 -一 一 
YY5 一 05 


解 ”等 位 线 为 果 线 族 


209 下 
ET ? 
其 中 六 为 一 切实 数 ， 但 要 路 去 点 〈 一 0:0) 及 〈a:0?. 
当 背 一 0 时 ， 光一 必 ， 好 为 已 < 轴 ， 但 不 包含 上 述 两 点 ; 
当中 关 0 时， 方程 可 变形 为 


#1865 


0 多) 


一 af1 十 声 )， 

这 是 圆心 在 OY 轴 上 
且 经 过 点 《一 9*07 及 
《ay 0 但 相 包 播 这 两 
点 在 内 的 圆 族 、 如 图 
6'232j 扩 示 
匀 汪 5 必 届 Si 碍 区 3 和) 
解 沙 z 一 0， 则 sinmyx 
.siny 一 0, 此 即 直线 
族 国 如 .322 

x 一 mr 和 ?一 Hz 《1 , 反 一 9， -十 1 士 业 we) 区 
若 = 一 一 1 或 一 1: 刚 sinx sainy 一 0 或 sinxyaiay=-0 ， 
此 即 正 方形 系 

的 王 < 光 0 天 《二 上) 


其 中 z 一 (一 12"4。 ， 


如 图 6'23 所 示 , > 二 [二 赐 园 阳 殉 
一 o 时 为 图 中 网 格 “ 卡 多 了 么 | 咎 二 

| 了 于 了 阿 辽 
直线 = 一 为 图 中 “下 才 3 寺 2 
带 射线 的 正方 形 】 一 河 于 寺村- 一 
z 一 一 1 为 图 中 空 自 十 罗阳 园 阮 卫 
正方 形 ， 但 后 两 者 十 国 - 因 末 B 
都 不 包括 边界 . 汉 国 到 国 经 要 儿 碌 到 下 
求 下 列表 数 的 短 位 图 6.28 


上 


5166 . 


3167 . 


5168。 


35169 。 
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证 
下 一 和 十 儿 填 2。 
施 ” 等 位 面 为 平行 平面 族 
区 十 光 十 三 一下， 

其 中 中 为 一 切实 数 。 
4 一 % 十 3 十 2 
秀 ”等 位 面 为 中 心 在 原点 的 同心 球 族 

X2 十 ?3 十 22 一 8 【《GzE 0 )， 
其 中 当 &= 0 时 即 为 原点 ， 
8 一 2 十 yy2 一 二 2 
解 当 x= 0 时 等 位 面 为 鸯 狂 xz 二 y2 一 22 = 03 当 
和 下 时 等 位 面 为 单 叶 双 曲面 族 4%2 二 92 一 2 一 如 2K 
一 0) 3 当 #<=0 时 等 位 面 为 到 叶 双 曲面 族 一 x 一 3 
十 z2 一 2f0=- 0 )。 “ 
下 一 《区 十 少 7 十 2 
解 ” 等 位 面 为 销 面 族 

《十 3 十 22 一 2 《az 07， 
当 3 一 和 时 为 < 二? 汪 0 和 z 一 0 . 当 c 0 时 作 坐 标 变 
换 


2 一 Aceos 开 人 Si 本 到 〔 立 十 必 ) ， 


旦 一 一 sn 人 十 oos 开 一 必 2( 一 zx 十 yy) 
27 一 3， 


这 是 旋转 变换 ， 在 新 坐标 系 中 原 等 位 面 方程 转化 为 


2 区 十 二 2 一 让 2 


5T170 . 


即 


下 这 
光 之 
二 1。 


这 是 以 y/ 轴 为 公共 轴 的 本 圆柱 面 ,母线 的 方向 平行 于 
31 轴 ， 淮 线 为 7 一 0 平面 上 的 栏 图 


中 
避 六 上 
忆 
Eo 


长 半 辅 为 5 〈s/ 轴 方向 ) 。 短 半 轴 为 -CCx/ 轴 方 


AZ 了 
癌 ) 。 
237! 辅 在 新 系 O 一 <13127 中 的 方程 为 
一 和， 
人 _ 站 ， 
面 在 人 旧 系 口 一 xyz 中 的 方程 为 
全 
2 一 妨 ， 


邵 为 所 求 的 梢 圆柱 面 族 的 公共 对 称 轴 ， 

牙 一 Sg 媳 sipKCxs 十 多 2 十 22)》， 

解 ” 当 2 一 0 时 等 位 面 为 球 心 在 原点 的 同心 球 族 
3 十 人 2 二 22 一 并 匡 《一 站 ,1 2 

当 2 一 一 1 或 4 一 1 时 等 位 面 渴 球 层 族 


玫 玫 一 -X2 十 区 2 十 zf 二 1) 《 攻 一 0 1y2，3， 


了 7 


35171， 


53172.。 


5175。 


了 生 


问 秆 一 (一 1 和， 

根据 曲面 的 已 知 方 程 研究 其 性 质 ， 

二 一 大 2 一 GX) 。 

解 引入 参数 !，s， 将 曲面 方程 z= 拓 2 一 ax7 表 成 参 


数 方 各 
二 二 
jz-e+e 
二 一 了 Cs)7， 

今 国定 s， 得 到 以 + 为 参数 的 直线 方程 ， 其 方向 
数 为 1 ,a,0. 因此 ， 曲 面 汶 以 1，e, 0 为 母 组 方向 的 
一 个 桂 面 . 入 上 一 0 ， 可 得 

电 一 中 ， xD， 
| 
> 一 Cs)。 2 一 2) 
这 是 x= 0 平面 上 的 一 条 曲线 ， 也 是 柱 面 
2 一 CCy 一 开 XD)7 
的 一 条 准 线 . 
> 一 多 /25 下 75)， 
解 这 是 络 口 z 轴 旋 转 的 旋转 曲面 的 标准 形式 , 令 y 一 
0， 得 于 线 
全 嫌 


2 一 天 YX 【和 20 3 


它 是 旋转 山 面 的 一 条 母线 ， 


= 到 )- 


解 ”引入 参数 +,s， 将 曲面 刘 程 > 一 xf 二) 表 成 参数 
方程 
多 一 二， 
和 -sctxo， 
2 一 了 FS)。 
今 固定 s ,这 是 以 + 为 参数 的 一 条 过 原 避 的 直线 . 


困 此 ， 记 给 曲 面 为 顶点 在 原点 前 一 锥 面 ， 但 不 包括 原 
点 在 内 . 令 + 王 1 ， 得 曲线 


“一 1， 穴 一 15 

= 或 | 

2 一 ss]， = 一 上 夏 3)y 
这 是 “= : 平面 二 的 一 条 曲线 ， 也 是 钼 面 z 一 x 玫 立 ) 
的 一 条 淮 线 . 


5174+ = 一 下 二) - 
解 ” 引 入 参数 +,s, 将 明 面 方程 一 所 二 ) 尖 成 参数 方程 


将 一 了 
和 ->， 
之 一 (3s)。 
* 是 号 右上 角 十” 母 圳 示 题 解 和 营 案 与 原 习 是 从 趾 译本 所 而 敬 案 下 一至， 


以 后 示 再 说 明 , 中 洒 李 基 李 基 按 作 文 第 二 上 南 译 的 , 圾 文 第 二 版 只有 一 些 链 误 已 
在 十 立 第 三 版 中 改正 。 


了 8 


夺 男 定 s ,这 是 一 条 过 点 (0:0srcs7 的 直 强 ， 六 疝 
数 为 1,s:0. 因 比 , 它 与 Oz 辅 垂直 ,与 COxy 平面 平行 ， 


且 其 方向 与 * 有 关 ， 从 而 得 知 ， 明 面 > 一 (之 ) 表示 


一 个 直 绞 面 ， 一般 说 来 ， 它 既 不 是 柱 面 ， 又 木 是 锥 
看. 令 上 一 1 ， 得 到 直 纹 面 的 一 条 准 线 


和 一 1 ， 
Lo 


”上 生丝 聊 缉 上 每 一 点 引 一 条 与 Oz 业 寺 直 且 相 交 的 直线 . 


3S175 ， 


20 


这 样 的 直线 的 全 体 ， 便 构成 由 z 一 所 芝 )} 所 表示 的 直 


纹 面 . 
作出 画 数 
有 ft 一 瑚 (Cos 9iny》 
的 图 形 ， 式 中 
1 ， 薪 多 芝 基 
FCxyy2 一 - 
作 了 落 Y 一 - 芝 。 一 _ 一 


解 ” 按 题 设 ， 当 sinfz= soesf， 即 沁 十 2 4 < 十 
28r 《8& 一 0 , 土 1， 土 8，…)》 时 ， 瑟 (和 一 13 面 当 


sinpf--eostf， 轩 一 到 蒜 十 38 十 287 时 ， 严 (5f 
一 0 ， 如 图 6:24 所 示 。 


5176. 落 
天 2 2 一 -二 革 0 
求 F(1 ,之 ). 
解 岂 1， 过 )= 2 和 一 -一 ACxsy)， 
1 十 (之 
3177。 若 
帮 ( 世 ) 一 改革 二 2 《xm 0 
求 Fx7?， 
胃 由 /( 之 )= 共 ai +( 立 ) 知 Fz 一 WII 于 
5178. 设 


2 一 AAA/ 3 十 FA YX 一 13。 
若 当 y=1 时 z 一 x， 求 郴 数 了 和 =。 
解 ”因为 当 y 一 1 时 > 一 *， 所 以 
KAN 一 1 一 区 一 1 一 (一 1 基 十 1) 
一 (wy 一 LT5CAA 一 17 十 2]， 
从 而 得 
23 


(8 一 FE 二 2? 一 fa 二 2。 
且 
BA 十 基 一 1 《X 0 7 
5179。 设 
忆 二 多 十 沁 十 下 区 一 2 
车 当 ? 一 0 时 ，:z 一 2 ， 求 函数 了 及 =。 
解 凡 为 当 y 一 0 时 z 一 %， 所 以 
2 一 基 十 六 
即 
了 [ 共 一 避 一 区 
且 
名 一 革 十 由 十 (一 区) 一 KY 一 3 一 2 十 5 一 了 2 


夺 180 . 车 (xz 十 3?2) 一 %2 一 32， 求 扩 xy) 
解 因为 - 


下 (xz 二 2 妆 ) 一 和 一 儿 2 一 《区 十 了 区 YX 一 人 


- 刚 
1 一 盖 
时 
所 以 
一 %2 工 一 了 
7 1 干 y 


33481. 证 明 : 对 于 函数 


一 .区 一 节 
3 xy 


2 人 2 


有 


一 种 


tmjam7cxyy 引 一 1 tmfaimrcxs> 寺 = 一 ， 


有 从 面 相 F2<y32 不 存在 。 


iimf1 -anfans= 对 -ans- 
证 了 im 人 人 和 让 区 人 一 im 一 1 


1 1 一 1 1im. 立 一 了 
Timrcsy > 一 efams 二 2 


一 1im 二 光 
ae 各 


由 于 两 个 单 极限 都 存在 ， 面 累 次 极限 不 等 ， 故 
Tv? 不 存在 ， 


一 一 1 。 


5182、 证 明 ， 对 于 函数 


_- 从 2 
站 > 37 3 十 《YX% 一 区 321 


9 


于 一 自 


然而 limf(x,y) 不 存在 . 
二 一 由 


证 1 十 = ti 11m 3 ， 


一 总 【se 人 人 二 (YX 一 光 3 
一 1im 如 一 个 ， 
一 自 


2Z3 


3518 王 ， 


3184 


324 


号 
时 Gy 


一 limOo 一 nm0。 
如 果 按 y 一 kx~~ 0 的 方向 取 极 限 ， 则 有 
业 瑟 馆 
了 mx) 一 人 2 23 
特别 天 ， 分 由 取 有 一 0 下 8 一 1 ， 便 得 到 不 出 的 概 限 0 
了 1. 因此， Lim gx， 2 不 存在 。 


可 一 间 


证 明 : 计 于 函数 
7Cxzyy) 一 (x 十 ?sin 翅 sin 人 


电 一 中 


在 ， 然 而 1imFCxs 2 一 0 。 


V% 一 品 


证 ”出示 等 式 
恬 <Hx 二 3)ain 二 sia 六 | 呈 1% 十 1 实 ]%| 二 13 
知 lim xyy?? 一 09。 


If 一 心 


果 次 航 限 linfiaf(x,y 站 和 lintimfx，> 直 不 在 


民 亚 
极限 不 存在 ， 因 此 时 次 极限 imfaim7x，? 半 不 存 


但 当 x 关 -二 ，y 一 0 时 ， 《x 十 y) sin 二 sin 二 的 


在 , 同 法 可 证 累 次 极限 im fimn fx,? 引 也 不 存在 - 
求 im famyjxs y 引 及 limtaimy7cx， 2 ， 设 : 


(a)》 (xy) 一 3 十，a 一 co，b 一 co; 


共 2 十 
《6 FOX 3 一 2 6 一 | 56- 十 站 和 
性 及 f 0)》 一 in3 寺 人 人 一 co D 一 co 
《rz Fw， 2 一 和， 0 


《》 AKC) 一 Iogsgx 直 3y)， ul， bo 


则 ee 


放 一 om 


一 iime--0, 


旺 一 oa 


lim| um fx 2 一 limfiims 十 区 站 | 


量 一 必 了 【一 十 妈 、 


一 lim1 一 1. 
楂 -一 om 


《和 mm jimAFex， > jim -区 | 
## 一 十 如 


了 -aa 下 加 一 十 后 ， 一 十 了 十 着 


六 


了 一 十 


1 jamycr 7 下 
二 一 十 总 Ye ] 一 -3 


8 一 十 品 ， 
《 卫 im 和 im 《和 亿 ， 一 Emmai 2 
? 区 =- im 了 2 于 一 过 2 2 二 
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=Iimn 一 0， 


limfaimfcxy yun maim sin 5 
一 呈 
my 1i fa ， 二 am 人 fa _ 工 ， 二 
CC 汪 让 一 贡 ee 人 二 
=limjiim “Iimtg 一 X | 
村 下 一 工 二 邯 多 
= 一 
1i aa 沁 人 afam 区 多 | 
人 呈 六 2 一 卫 十 学 入 
总 
区 网 
一 1imjiim- 一 L 十 sy.lim 
《人 wx 一 了 六 多 xD 】 十 汉人 
] 十 艺 光 
一 limn1l 一 1 
村 一 “Da 
习 巧 》 lmjiimFs 细 } 一 limfamtogecz+} 
工 一 
一 limjuin 了 全 二 2 一 1 n iD 芝 一 1 ， 
1 下 了 一 站 15 2 me 
limjiim7Cx， 了 一 1 人 尘世 | 一 ce 。 
有 一 D 民 -na 3 下 xx 一 1 ] 芝 
求 下 列国 限 : 


3185、lim - 关 十 册 
和 


和 解 ”由 不 等 式 内 十 2 闻 21x#3x[ 得 


十 多 | |x 十 4 1x 十 全 

0 芝 < < 区 二 册 | 
一 区 和 十 22 X2 十 9 一 | 荆 3| xy] 
1 让 

扫 一 十 
2X| |y| 


186 lim 宕 十 3 
了 


2 二 TELL 
0 天 2 下 2 三 十 六 ) 


， J 7 了 土 | 
及 1im 2 (xz ya) 一 9， 即 得 
显 了 2 
lim < 十 光一 
1im- 汪 弘一 0 ， 


5187、1lim3inax2 
关 一 站 各 


业 一 宁 


解 .limsxy 一 1iama( 全 忆 y 3 一 
一 申 吕 ee 
浊 一 是 时 一 
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3188 .。 


3189 


5T90。 


了 全 


1im [人 十 和 2938 ， 


< 


忆 一 十 莹 
解 Ji 改 区 2 十 区 2 7B 一 《5 二 站 
记 二 = 
一 1im| - 屏 扣 访 -一 2 近 . 罗 |]= oo 
到 t | 
*#) 利用 564 题 的 结果 。 
1im 一 
互 昌 二 
解 ”由 不 等 式 


0 <(5) (二 


及 lim (二 )”~ 0 ， 即 得 


x 一 寺 过 


羡 
Tonmm 区 风 才 一 性 
二 让 3) 


11m 《2 十 罗 2 4272， 
一 各 


8 一 搬 


解 ” 赴 不等式 


本 1im 十 2 《人 2 十 2) 一 1im 二 talni 二 0， 即 条 


六 一 局 
出 一 册 


上 (YY 十 2Dx23y2 一 1ime#23210K%2 二 2) ea 一] 
里 呈 工 一 :| 
血 一 吕 当 


手包 


i 全- 
3191，lim 1 十 J yy 。 


和 oo 


二 一 


一 _ 市 卫 考 
解 lim(1 十 革 ) ”7 一 lim (IT 二) 7 
晋 一 可 由 -一 性 


[Cslncl 十 二 3 -党 
<Tin 上 他 过 六 十 了 
本 
证 一口 


。 1 _ 天 
onr 1 十 -一 理工 主 一 一 -所 
一 《 号 2 [ia x+y 一 et1 一 ce 


及 一 


。 CE 十 Ge》 
3192，Him -ex 
江 
解 lim 了 tx 十 光一 JInC1L 十 e2) 一 1n9 
证 了 


31935” 。 荐 Y 一 Peos%，3 一 sing， 问 下 列 极限 溢 怎 样 的 方 
向 2 有 确定 的 极限 值 存在 : 


可 
。 元 2 。 2-y2  . 
《aa 1im 刀 z 上 了 2 6) lime* -sin2x7y 。 
了 一 十 日 一 十 o 
四 丰 站 上 和 
解 《ay lim ers+y2 一 1ime P 
一 十 中 一 十 外 


Q， 当 eose-s 0 了 


名 毋 


才 有 了 确定 的 值 . 


2 
《6) ex yein2X 人 一 ep 29 


eing PP2ain2ogp) ， 


当 p- 士 co 时 ，singpzsin2p) 有 界 ， 陈 p 一 上 z 


《 民 一 D， 1 2， 3)? 外 无 极限 ， 且 . 
sp 一 0 


1 m 局 pe cas2m 二 


Er 十 om 


1 ， 当 cos2m 一 D; 
十 coy 亲 cos20= 站 。 


于 是 ， 仅 当下 一 罗 一 -下 玉 -一 0 一- 下 及 及 网 一 0，99 


一 赤 时 才 有 确定 的 极 跟 。. 


求 下 列 函 数 的 不 连续 点 : 

5194. 4 一 一 一。 
十 是 
解 ”函数 xs 一 一 -一 在 点 《0，0) 无 定义 , 疏 原 点 
Al 区 2 十 多 

《0 0) 为 此 郴 娄 的 不 连续 点 .以 下 各 题 燃 做 情 襄 ， 不 再 

说 明 ， _ 

区 
5195. 2 一 -过 

解 直线 “十 y 一 0 上 的 一 切 点 均 为 "一 -xy 的 不 连 
3196 ,5 一 -二 于 2 


解 ”对 于 任意 不 等 于 零 的 实数 e， 有 
38 


5197 ， 


杰 198， 攻 


199 . 


芋 200 ， 世 


3520T 


着 十 汪 工 1 


一 im 一 一 一 一 一 一 一 一 - 
xs MX 十 3 xnow 兴 2 一 XJ 十 yy2 3G3 
各 一 妇 


于 是 ， 对 于 直 钱 x 十 ?一 0 上 除去 原点 口外 的 一 切 氮 
均 为 可 移 去 的 不 连续 点 .而 原点 DC0，0)2 为 无 穷 型 不 
连续 点 ， 


并 一 sin- 工 .， 
区 


和 解 xy=0 上 上 欧 一 切 点 即 两 你 标 轴 上 的 诸 点 均 为 2 一 
|， 1 
sin 元 了 的 不 连续 点 。 


-TI 
einDsin ” 


解 直线 2 一 mi 及 ?一 PT Co 一 0 赴 1 圭 2) 


下 的 各 点 均 为 w = 一 的 不 连续 点 。 


S 了 党 iiL 条 
和 一 1nfi 一 区 2 一 和 3) 
解 圆周 2 十 9 一 工 上 各 点 证 4 一 lnC1 一 % 一 %2》 的 
不 连续 点 。 


_。， 工 


本 


解 ”坐标 而 : x 一 0，y 一 06，z 一 站 上 各 点 均 为 4 一 


工 
的 不 连续 点 ， 
工 


让 一 ]n 一 一- 一- -一 一 rr 
AAATK3 一 @)2 十 {《 曙 一 六 ?2 十 (一 C33 


弛 和 


5202 。 


， 阿 , 四 一 In 一 一 一 一 一- 
算 避 ( 0) 为 xmTCOTOODTTE 二 十 
的 不 连续 点 . 


证 明 : 函数 


2 > az 。 
fen， 关 * 二 了 直 0 
眉 蒋 交 2-hysz 一 D， 

分 别 对 于 每 一 个 变数 < 或 区 当 另 一 变数 前 值 固定 时 } 


.是 连 筷 的 ， 但 并 非 对 这 些 变数 的 总 体 荐 连续 的 


证 ” 先 冰 定 y 一 az 0 ， 旭 得 二 的 函数 


呈 加 向 
SCXXD7 一 Fx， -| 居 0， 
间 明 巧 一 总 


即 gKx3 一 -2 《一 ce 一 x 一 二 co) ， 它 是 处 处 有 


定义 的 有 理 酌 数 ， 又 当 ?一 0 时 ，y(x0) 关 0， 它 
最 拓 是 连续 的 . 于 是 ， 当 变数 ”固定 时 , 函 装 PFCxsy》 
对 于 变数 < 是 连 线 的 。 同 理 可 证 ， 当 变数 xx 男 定 时 . 
函数 fx 3 对 于 变数 ? 是 连续 的 . 

作 因 二 元 畏 数 ， 闪 wy) 虽 在 除 点 (0,0) 外 的 各 点 
均 连 续 , 但 在 点 (0,0) 不 连续 .事实 上 ， 当 动 点 已 (xsy) 


” 钞 射 线 ?一 8x 赵 于 原点 时 ， 有 


于 避 


， ， 2 友 X2 2 有 8 
li 天 (各 一 1im 一 
1 2 0 《1 


对 于 不 园 的 上 可 得 不 辐 的 极限 值 ， 从 而 知 lin fCxyy) 
不 存在 ， 因 此 ， 羡 蜂 / (x，yy》 在 原点 不 是 二 元 连续 


35205. 


的 . 


证 明 ， 荐 数 
兴 
foo 若 * 二 > 只 0 
心 ， 车 %2 yy2 一 0D， 


在 点 Of49,0) 沿 着 过 屁 点 的 每 一 射线 


和 一 te0s 妈 下 一 fsinw 《0 se 十 cc 
连续 ， 既 

lim FrCfcosey fsinc) 一 交 0 073 

让 一峰 


但 隆 函数 在 点 〈0,8)》 并 非 连 续 的 . 
证 当 sina 一 时， NE 于 是 ， 当 上 过 自 


时 ， Frtecoscy tainey=- -0 0 一 0， 而 FF0D767 一 0D， 
破 有 1im ftfeoew，rfeinc7 一 六 0y07。 

Ht 

当 aioe 关 0 时 ， 在 


了 OOSs2ezaimt 
-0 了 4eD8SdC 十 子 25i 芋 


m 了 fceeeses 本 


__1i Feosecsinac __ 心 


-0 tacosedrr 十 sinzc 0 十 simzc 


一 站 ， 


羡 1im Frtecoscx，rfsainx7 一 六 0 7。 
+ 一心 


其 次 ,变动 点 ECx,y) 沿 挑 物 线 ?一 xz 赵 于 原点 ， 
得 . 


4 
lim 站 2s 了 7 一 了 本 一 二 尖 7C050)。 
Cr27 


因此 。 函 数 fx:y) 在 点 (0:0)? 不 连续 


了 3 


5204， 


5205 。 


了 学 


证 明 ， 冰 数 
2 327= xsin 二 ,车 4 关 站 下 天 [03 一 站 


的 不 连续 点 的 澎 合 个 是 封闭 的 . 
证 当 yo 拓 和 时 ， 本 数 Fxsy7 在 点 《wosyo 显 砚 是 
连续 的 , 即 jx,y) 在 除去 Ox 轴 久 外 的 一 切 点 艾 连 续 . 
又 国 本 (xy 一 大 0 让 一 17FCxyy 庆 1 故 知 
Fx，23)3 在 原点 也 是 连续 的 . 
考 朵 当 知 关 0 时 ,对 于 点 (xs0)。， 由 于 极限 


1im xxo 3 一 上 xsim 工 
3 一 0 重 一 品 出 


不 存在 ， 故 知 5x。2) 在 点 (xy0) 不 连续 ， 

这 样 ， 我 们 证 明了 了 ， 男 数 大 x，2) 的 全 部 不 连续 
点 为 口 x 轴 上 除去 原 贞 外 的 一 切 点 .显然 ， 原 点 是 不 连 
续 点 集合 的 一 个 聚 点 ， 但 它 本 身 却 不 是 扰 <，y) 的 不 
连续 点 . 因此， fx 32) 的 不 连续 点 的 集合 不 是 封闭 
的 . 

证 明 :车 函数 jx， yy) 在 某 域 C 万 对 变数 2 守 是 连续 的 ， 
鲁 关 于 工 对 变数 了 是 一 骤 庆 玫 的， 则 此 冰 数 在 所 考 喇 . 
的 域内 是 连续 的 . 

证 ”任意 固定 一 点 书 ofxoy3?o)EC 。 

几 于 zw， ?7 关于 对 变数 y 一 费 连 续 ， 故 对 任 
答 的 e 一 0 ， 存 在 5 =6ife) 一 0， 使 当 (x,yrEC， 
《xs2EC 且 127 一 2 一 5 时 ， 就 有 


] Fax3 站 一 大 %， 3 一 


35206 . 


5207 - 


允 卫 Fx3DT 在 点 Cxoyoo) 关于 变数 * 是 连续 的 ， 

玖 对 .上述 的 存在 姜 : 一 0， 使 当 1x 一 xxol 一 @: 时 ， 
就 有 ， 
17(x，yo) 一 ACxoy yo)| 一 去 。 


歌 0 一 6<i1j6 Bo ,并 便 点 (fxoy3 加 2 的 3 邻 域 
全 部 包含 在 区 域 G 内 ，, 峙 当 点 Cx，y%) 属 于 点 Kxoyryo) 
的 5 邻 域 ， 即 | 瑟 Po 一 时 ， 
| 一 %o| 一 用 二 站 ，| 一 4 一 < 有 
从 而 有 
[xy7 一 (xzosg9o7| < 扫 | CCxsD 一 xy3o7| 
十 17Cx，3yo) 一 (wo yoy] 


宇 避 
< -一 一 上 


安 


机 此， 大 xy 在 点 二 0 连 矶 .由 了 的 性 意 性 知 ， 函 数 

fx yy) 在 如 向 是 连 急 的 ， 

证 明 ， 著 在 某 域 G 内 函数 fx ,好 对 变数 x* 是 连续 的 ， 

并 满足 对 变数 ”的 尾 闸 什 茧 条 御 ， 即 
131 一 了 Co377| < 过 1977 一 3 ， 

式 中 (xy7EG，CY3ADEG 和 丙 工 为 常数 ， 则 此 函数 在 

已 知 域内 是 连续 的 . 

证 由 于 fx, 在 @G 内 浇 是 对 23 的 里 疹 什 蓝 条 件 ， 

救 知 xy 在 全 内 关于 x 对 变数 是 一 致 连续 的 。 

桩 此 ， 由 53205 题 的 结果 ， 即 扼 fx，3y) 在 全 内 是 连 

急 的 . 

证 明 ， 若 画 数 Fxy,y) 分别 地 对 每 一 个 变数 x 和 3? 是 


地 


“如 针 的 并 对 于 其 中 的 一 个 是 音调 的 ,， 则 此 函数 对 两 个 


村 -变数 的 总 体 是 过 续 的 《大 略 害 理 ) .: . 


证 不 妨 设 扩 x sy? 关 于 半 是 单调 的 . 
点 .由 于 F2s 3 关于 连续， 总 对 任 给 的 s 盖 0， 存 


在 3- 0( 假 定 8 是 够 小 ， 忆 我 们 所 考虑 的 点 都 莲 


在 妃 内 》 ， 使 当 |* 一 xl 径 G 时 ， 就 有 
Le yy] 一 Fxoy ye)1 一 三。 
对 于 版 《Xe 一口 |，%o》 及 《xbo 十 避 : 23029 由 于 xy?y》 


， 美 于 9 连续 ， 故 对 上 述 的 es ， 存 在 6 一 0 《也 要 求 


子 在 


6。 够 小 ， 使 所 考虑 的 点 落 在 G 内 ) ， 使 当 1y 一 yo| 
一 6z 果 ， 就 有 
| xxo 一 6i ,一 (zxo 一 Si syo)] 一 了 
及 
1FCxo 十 5， 一 了 (xxo 十 Go3| 一 所， 
全 SS 一 mif 13 6 则 当 |， <3GY[-<5 3 一 G 让 ， 
由 于 站。，3) 关 和 关 单调 ， 才 有 
FFCxzo 十 LAIX，3o 十 3 一 并 Xoy yo 
< 近 全 6GX | CCxoTG yo 十 c37 一 地 CCxoyyo)l， 
|-FCxo 一 人 yo 十 < 一 天 (xxos3o)|， 
但 是 
1 7FKCXz0 二 熙 in 十 3》 一 下 CXoy 3p3| 
< Fo 士 日 ， 3 十 <Y) 一 KxXo 土 G1， 4303 
十 1 FTFKCXo 士 Bl ，4p6)》 一 天 Yo Jo71 


5208 。 


e 
一 十 可 一 2 


故 当 1Lx|1 一 ,1<43y| 一 56 时， 就 有 

17FCaxo 十 cwiy3n 十 3 一 sos3o3| 一 2， 
即 jxy 3 在 点 Cxoyo) 是 连 线 的 .由 点 Cxoy*yo)? 的 任意 
性 知 ，7jz 9 是 全 内 的 二 元 连续 函数 ， 
设 国 数 Fxy 9 于 域 9 过 x 雪 rs 二 如 上 是 连续 的 ， 
而 函数 叙 列 的 sf) ni， 2 mv) 在 [ed 上 上 一致 收 
化 并 满足 条 性 5 反 9Kx) 反 瑟 ， 证 明 :， 一 数 叙 列 

.本 CD 一 CCXyOefX7 (一 1，2 oo》 


， 也 在 [ay,403 上 一 至 收 敏 .， 


证 ” 记 于 < 雪 orC2 < 委 呈 ， 大 PvcoD 一 Jon 3 刘 
只 ， 
外 题 设 大 zx 3 在 域 np 和 x 反 4 ss 呈 上 上 连续， 
故 在 眶 域 上 -… 致 连续 ， 即 对 尾 给 前 一 0 ， 存 在 上 一 
as) 0， 人 司 对 于 此 域 中 的 任意 两 点 (xi，2%1)， 
《%ar4a2y 及 要 1x 一 和 | 一 4， 一 21 一 4 时， 就 省 
[Foyyi) 一 站 Xuz)|- 一 e。 
特别 地 ， 当 |3: 一 ys| < 一 6 时 ， 对 于 一 ' 切 的 xE[a， 4 ， 
均 和 
| .PCz yi 一 拓 %，3a)| 一 上 
对 于 上 述 的 6 0， 固 为 pgx) 在 [ay .43 上 一 至 
政和 仇 ， 故 存在 自然 数 到， 使 当 由 一 和 有， 一 人 时 ， 对 
于 一 切 的 xEra, 4]， 均 有 
Te 上 xy 一 pmCxX7| 一 全， 
和 于是， 对 任 给 的 s 一 0 ， 存 在 自然 数 便当 ma 


7 


六 na 一 放 时 ， 对 于 一 切 前 xsEfray43， 均 有 
[FoCx) 一 吾 。(z7[， - 
一 六 一人， - 
因此 ， 天 wx) 在 [sd 上 一 致 收 伍 。.， 


5203. : 设 ，1) 函 北 fx 于 起 Ra<xad 6 一 y 一 B) 内 


3210 ， 


3 号 


是 连续 的 f 323) 喇 数 :Ps 于 区 站 fa 4) 内 连续 并 有 属 
诗 医 间 避 五) 内 的 慎 . 证 明 ， 函 数 

丘 (xx 一 站 CCx PCXXT 
于 区 间 :fay dy 内 是 连续 的 -，.， 
证 设 点 Exo:ye? 沪 城 疏 中 鬼 纤 二 点 ， 击 是 设 知 函数 
xy yy) 于 城 已 中 连 筷 ， 旋 对 性 给 的 se 二 0， 存在 4 一 
0 使 泗 |x 一 喇 | 二 3， 一 ofgCxy DeR) 时 ， 
就 有 

13 yy》 一 ev3o7|e- 

再 由 9p(x) 在 (a, 4 中 的 连续 性 可 知 ， 对 .上 述 的 

6 一 0， 存 在 0-0 (可 取 9=62 ， 使 当 |x 一 2 一 9 
Cxegay 4 时， 恒 有 

HKCxD) 一 四 【wo 一 | 和 一 | 一 6- 
于 古 ， 
1 
即 

| Kx7y 一 Perx | 
因此 ，F(x) 在 碟 x 处 连续 . 由 xo 的 任意 性 知 轩 数 
ReCxz) 在 (ay 4 内 是 连续 的 . 
设 ; 1)7 函 数 fx 于 域 玉 【ax 一 4 By 一 五 ) 内 
是 连 纺 的 ; 27 国 数 交 =pKaxt oo 及 Y 一 央 坟 5) 于 域 只/ 


《ar 一 ai Ba 一 旦 /内 是 连续 的 并 者 分 别 属于 
区 间 5a, 4) 和 6z, 五 ) 的 值 . 征明 ， 郴 数 
一 天] 
于 域 严 ” 内 连续 . 
证 以 下 假定 所 取 的 汪 或 人 足够 小 ， 使 点 的 6 或 了 埋 
域 都 在 所 销 的 域内 
设 点 〈xoy2o) 为 域 只 中 的 任 一 点 。 册 于 大 #sy) 
在 关内 连续 ， 故 对 任 钠 的 s 一 0， 存 在 3S==~0， 全 当 
xz 一 so 一 3，12 一 ?| 一 时， 就 有 
| .xD 一 Foyyo)] 一 8 
再 由 史 及 生 的 连续 性 知 ， 对 于 上 述 的 5， 存 在 
?0 ， 使 当 |5 一 ae 一 9，|5 一 az 一 9 村 ， 就 有 
| 一 2 一 人 ] 3 一 of 一 G， 
其 中 8 一 的 人 asp 30 一同 aoy0o7。 
于 是 ， 对 任 给 的 e~-0， 存 在 0， 使 当 |# 一 如 ] 
一 0，12 一 01 一 mm 时， 就 有 . 
1EPCE，D)， 太 人 4， 二 和 一 站 9Cao，po)， 
吕 (aoy so2] 1 一 3， 
即 
| 王 Kayo2 一 下 Ceo，ro7| -<e。 
因此 ， 亚 (oo) 在 点 (muo) 连续 ， 由 (myoe) 的 任意 
性 知 ， 还 数 Eto oo) 于 域 尽 : 内 连 儿 ， 


82. 炉 导 荔 数 。 多 变量 评 数 的 数 分 
1 偏 导 函 数 “” 着 所 论 及 的 多 变数 的 函数 的 一 切 偏 导 函 


好 和 


数 是 连续 的 ， 刚 微分 的 结果 与 微分 的 次 序 无 闫 ， 
2?” 多 变量 梢 数 的 微分 车 目 变数 ,yz 的 西数 FCx- 


352)》 的 全 增 项 可 宕 为 下 形 
FT 十 晤 < 十 和 cz 二 DCp)， 

式 中 4, 呈 CC 与 4ez，Ly， 43 无 尖 而 P= 
光 CAETOy TO27， 则 称 殴 数 /xyyz) 可 微分 ， 
而 增 量 的 线性 主 部 4L1x 十 有 dyY 二 Caz 等 于 

避 FCxy3y 2 一 六 (YX 于 FMC yyz)G3 

十 CC，2y22Gdz， 《12? 

《其 中 dx 一 4xGdy 一 人 dz 一 dz) 称 为 此 国 涩 的 微分 . 

当 变数 和 ，2?，z 为 其 他 自 蛮 娄 的 可 微分 的 函数 时 ， 公 
式 61? 仍 有 其 意义. 

若 <x，2>，z 为 自 变 数 ， 出 对 于 高 难 的 微分 ， 有 符 导 公式 


和 pv 如 日 嫩 小 
”好 fxz3yz? 一 (dx 车 d3 3 +dz 本 ) FFC yy 


3” 复合 函数 的 导 示 数 车 四 一 乒 *， 323。 其 中 色 一 


人 z 尝 一 UCiy 吕 7 世 一 其 下 中 号 细 糙 人 中 ， 邯 可 微分 ， 则 


wu xD ay am 9z 
ar ax er ooy el ay bu 


Dm _ 9m 9 


全 rw 9 | 9 巴 他 三 
癌 玉 可 车 避 U 


Dy eBn dz or ” 
计算 咕 数 zi 的 二 和 上航 导 画 数 时 最 好 用 于 :到 符号 公式 : 


am (Pa_ 9P， am 
-Garz ， 1 机关 避 8 器 工 


十 


总 
二 Qi + 有 人) 蔬 十 


对 必 


导体 分 芒 1 已 及) 局 


了 


丰 三 + 二 
受 teu 一 (P 训 Bx +QiaS 十 可 1 站 了 5 )( 忆 让 了 -十 


站 有 er ， 日 名 ，Dzb 如 ， tb 


十 开 二 - 澡 让 2 
一 9X 37 太一 9z 
其 中 Ga ” OA 问 生 ， = 癌 吕 
zx Gy 一 z 
发 民 : 一 rr ， > 一 已 * 下 :一 日 om ”. 


4 在 已 知 方向 上 的 导 数 ” 堵 用 方 网 杂 组 jeos 


*os 有 cos 寺 表 Ox3z 室 间 人 内 的 方向 后， 且 画 数 # 一 六 <， 3，z) 
可 微分 ， 则 沿 方 向 了 的 导 函 数 按 下 式 来 计算 


Ga Ga ， -加 上 站 4 
可 一 百 二 08G Too 95 CDS 3 


在 已 乞 点 函数 增加 最 迅速 的 速 麻 之 大 小 与 方向 用 矢量 
-一 甬 数 的 接 底 


来 表示 ， 它 的 大 小 等 于 
lgradaal 一 W(3) 3) 3 


5211。 证 明 。 


可 了 


1 了 
了 人 辣 ， 吾 ) 一 可 巧 Cs， 己方 。 
证 念 0 一 天 划 )， 其 [ 


兵 CACxt) 一 一 prkx) 一 1im 昌 (二 二 4 区 一 2 go(X)》 


二 1im 扩 十 < 2 了 一 六 (xz 
刘 基 下 
注 “ 在 求 某 一 固定 点 的 导数 及 微分 时 ， 用 本 题 的 结果 


常 可 减少 运算 其 .在 本 节 中 。， 我 们 就 多 次 利用 本 题 的 
结果 来 简化 运 等 ， 
5212。 役 : 


《区 站 (一 Larcaim 半 ， 
CCX，3D 一 开路 (3 一 1)arc V 
求 ”天 CCx，1)。 

解 由 于 Frxy1) 一 二 ， 丰 kx 1l) 一 1 


求 下 列 函 煞 的 一 及 和 二 咏 偏 导 疼 数 : 
321 可 。 了 一 34 汪汪 一 生 认 2 


全 
解 3 一 4 一 8x32， 3 一 42 7 一 8x*y， 
日 i 2 乌 Baza 下 2 ， 
本 7 一 12% 一 8y2 到 7 12372 一 吕 艾 
1 眉 二 中 ， 
一 一 一 一 一 一 闻 一 一 一 -一 一 一 一 有 
0 


ab 站 2 基 

， 以 下 各 题 不 再 写 -起 站 一 -站 汪 ， 面 仅 守 臣 2 

因为 当 它们 连续 时 是 相等 的 ， 并 且 在 今后 各 题 中 均 报 
入 


加 


aa 他， E 
5x3 了 理解 为 8 3) 
3214.。 4 一 “xy 十 兰 。 
> 访 ， 
OOE_ 了 工 8 “ 本 
加 3， 
9 0 G2sW 28. azn 1 
避 XE ”3 
5215 “一 5。 
Du 1 如 持 2 
解 和。 人 本 Gy wa 
au aa 
已 wz ”DJ 4 XG7 5 
5216、u 一 一 一 一. 
AL Xe 十 尽 
人 全 23%， 2 
艇 加 __ 多。 芝 加 情 
本 区 A/ wa 十 2(x2 十 y2) 生 《 十 923 本 " 
如 下 凡 
皇 
避风 《2x2 十 y2) 注 
站 2 一 总 wa 站 2 蕊 一 33Jy” 
元 可 一 一 一 
攻 和 2 直入 2 〖《xX2 十 39232 
避 28 
可 一 一 一 一 全、 十 冯 多 2 四 
《3 十 和 272 攻守 2 -HH 入 2 全 


划 习 


CE 一 区 2 可 ka Le 
一 -一 一 一 - 
0 部 [ 
5x37 “3 < 


〔%2 十 人 2 


2 ”328 _y2z2 一 加 > 
号 
呈 《xz 十 92 六 


士 音 3 72 


= 一 一 


外 
区 十 和 有 所 汶 2 十 入 2 


5217。5 一 Xsinfx 士 多) 
解 5 一 sin(x 十 2 十 xeos(x 十 3 
一 xs 区 二 水] 


避 丰 
全 多 
2 一 cosfX 十 多 7 十 cosfX 十 一 %siaf 和 十 乡 ) 
一 2c0 红 十 轨 ) 一 和 singX 十 和 7 
日 

3 兴 - 一 光 SiEKE 人 十 及 
好 2 

回避 多 


-一 6D 人 和 十 如 一 节 Si 十 人 


35218 . 4 一 一 一- 


tai Di os% 名 
和 解 己 人 9 吾 卫生 
党 人 7 汪 
站 2 _ 科 S 让 器 和 2 十 册 攻 二 CC 日 各 对 
< 是 


二 学 


824 -2coaz2 
口 3 3 


2 2M%sin2e 
593 本 3 7 


也 
3219。4# 一 tg 衬 - 
名 邓 


四 加 部 2 和 
解 一 窟 人 二 -， 有 es 芝 
3 和 
3 如 一 二 seo 2 基 - 上 2 从 1 BE 2 
3 曙 别 
加 轩 2 ， 妆 六 有 文 委 
一 了 99 六 十 sec sim 
口 21 号 2 和 2 名 入 和 区 
3 一 可 和 -一 sin 一 ， 
人 
站 三 疆 2 3 
-= 一 马扎 呈 中 - set8 光 sin 站 
日 共 四 多 名 区 负 隐 
当 220 2 一 2 
证 山 下 一 3 一 Go 时 得 
器 世 
让 3 说 一 er-lnx 一 welnz， 
个 2 下 和 
与 和 一 和 (一 1)2o-z， 2 半 一 xpinzv， 
Di 1 
0 


一 2 MT 工 十 lm) 《=D2。 
3221。4 一 1nfYX 十 2 。 


和 解 9- 1 wk -3 多 
GX 十 3 ”9 基 十 入 2 
ac2t 1 
92X 《十 3222 
?4 2， 23272393 2(X 一 多 2) 
四 水 三 汉 十 多 有 【十 4 [3 
Du 2y 
自 %% 口 字 《YX 十 玉 2327 


3222。， 下 一 azC tB- 二 - 


已 1 ， 
Er 
Di 1 1 澡 


口 “4 归 芝 浊 2 _ 全 加 确 
问 汪 ”和 2 十 和 33 站 相 《XE 二 533? 
癌 2 直 一 1 十 9 
9xaGy 2 十 2 《二 
学 一 玉 2 
《 汪 ” 十 了 3737 


一 吕 十 子 
32235， 只 一 ITC 1 一 总 


A6 


和 解 ”由 776 题 知 


x 十 光一 和 十 arc tg 儿 一 2 开 
are ET 一 区 县 TG 主攻 党 十 aaTCR 《名 人 和 


其 中 sm， 1 或 一 1， 于 是 ， 


au 1 6 _ 1 
Gw% 1 十 xsa” 6y7y 十 斌 ， 


Di 2 区 2 2 
Dx2 (1 十 Y272 ， 问 Y5 《1 二 32822 
心 2 
妆 交 四 0， 
本 题 如 不 用 776 题 的 结果 ， 直接 求 导 数 也 可 落 解 . 
例如 ， 
Guy 1 ，， 1 一 艾 光 十 3 攻 二 和 ) 
大 头寸 少 《1 一 并 妇 7 于 
二 (二 
1 工 
于 将 


要 22 半 。 擅自 王 人 sin<77E7、 


| 1 所 
解 计 了 (7 
直子 
一 AlX 二 2 
JI 《xs 十 yy2] 生 


过 


率 


记 


臣 =- 盖 (7) 
V 1 一 区 和 十 与 生 1 


-vt 2 
| 才艺 2 十 区 


党 了 38 


xz 十 Js | 3 区 十 和 


一 
35 9 礼 ”TyTCxz 二 75 


人 3 和 
2x1y| 
24 _ 1 xz+ys) 一 8913| 
局 X 吕 yy 了 闻 


一 共 25 生 盾 区 一 和 区 | | (区 一 省 2》s 名 和 


yy 


《2 十 了 2? CHy3)5 
利用 3216 题 的 绪 果 . 


《3 关口)。 


x1y1(xz 十 ?2 一 “中 上 (xs 十 y22 十 27121] 


解 9al 芝 


_ ， 
8 fx 十 画 2 十 宅 2 
疡 下 季 
了 二 一 _ 3 加 
9 (zxa 十 3 十 z2 3 
au 
纺 【 廊 2 十 只 于 zs 之 
加 2 1 3 YX 
训 台 2 一 一 二 _ 
《32 十 3 十》 《二 
呈 2 一 洒 2 一 之 
天 一 一 一 一 一 一 
《zz 十 2 填补 ?23 
站 322 3X 则 
一 了 ， 
9xG3 《xz 十 多 2 十 22) 
利用 对 称 人 狂 ， 即 得 
个 2 和 23 一 % 一 2 个 2 五 35 一 
之 生生 于 7 生 ， 
2 《%2 十 入 2 十 过 2 有 9z” 【和 2 十 芭 2 十 2》 吕 
避 2 引 呈 忆 了 
本 3 
9y9z 。 (xz2 十 多 ?十 z2) 
az 3Xz 


8z8x (xz 十 y2 十 z2) 量 
5226， + 一 ( 袜 ) 。 


解 4 一 光一 


地 宁 


4H 


臣 -3 ) ， 
了 一 芝 ) in， 
-人 一 2(z 一 1324-23 一 2 1 (二 ， 
间 攻 一 (一 2( 一 2 一 1D)xcy 2 艺 小， 
3 一 (过 ) ?学 ， 
5 人， - 访 - 友 ( 和 ) 
- -过 G)， 


总 亲 一 (一 号 )， = 一 去 ( 攻 ) 芝 一 二 (过 
-7， 

on 
-sy (下 


Gx 包 汪 富 9 
Gy _ 3] 
加 光 局 xnX 一 2 2 了 
问 4 
到 疡 二 3 一 生 各 1] 卫 吕 

他 3 

曲直 
8 
Dx5 5 3 区 一 人 旨 
也 路 卫 忆 


一 _HlnaxrC22 十 31Inx)7 ， 


安村 
好 2 了 ， 
人 
六 也 旦 
站 三 下 
一 了 工 
加 区 口 忆 lnx* 3 一 - 
__ilnx"(2z 士 yinx)》 ， 
之 且 
个 和 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 局 下 
一 


只 史 吕 


5 


322 人 和， 二 一 


人 


侣 基 = “ 
工 一 一 2 -1 一 攻 y 
可 汇 号 “ 
外 中 四 
本 一 zy 1 Jpnx 一 zyxIlnx， 
吕 2 
一 1 iax" lay 一 zzlnxyinayyr， 
局 :9 
一 2 一 疙 二 上 922 
2 一 了 2 起 ) 区 ，， 
口 23 癌 
二 二 一 如 
3 忆 1 | > 本 于 《zz 一 1 一 = 
一 42 Inxv 《zelnox 一 了 一 1)， 
避 24 ， 人 到 
率 三 一 (2 Tayelny)jinxziny 


一 8 nx 1n238f1-3etax)》， 


-。 向 2 下 江 2 避 引 
3525) 
__ 3 TY 二 
区 ， 
加 如 xz 本 
卫 


一 42 :InxeC1 十 ofayore1 十 orlnxD3， 


(31Inx 十 业 ) 


一 圭 9*1 让 和 玫 。 攻 玉 守 下 泪 十 1》 
车 


《xx 一 0 7 一 及)。 
3229 . 设 5a3U 一 xz2 一 27y 一 392 《6 2 《 卫 》 下 一 


血 工 他 cosV 六 ， 验证 等 式 


证 《9) 如 -2x 一 2y， 3 一 一 2X 一 63， 
> 和 ， 日 za 加 
5 六 2， 588 一 2， 
好 2 抽 站 训 
二 筷 ， GDxey 8336x 
(6) 834 一 yaxm-1，Da 1 
有 一 57 一 22x InX (x 0)， 
， - 
5 一 2yx0 十 233x0 1lnx ， 
日 > 中 ee 中 42 一 13 2 
本 98 全 2 区 YX 十 223” 一 1 
2 了 全 
于 是 ， 问 “ 名 和 


DBxoy axwax 


祁 有 


才学 


〈《a) 当 0 一 x%<y 时， 我 们 有 
一 证 CC 让 必 开 一 are cos 忆 芝 ， 
“ Y 3 ww 了 


en _ _ 工 一 1 
一 。 -一 一 一 一 一 一 -= 一 一 一 -= ， 
2 wx(3 一 %7 


站 WY 1 一 兰 2 ww 人 


32 一 (VS)= ，， 
9y Via- 六 3 2 y5CY 一 X》 


他 到 引 上 ， 
ay 和 芭 世 条 一 区) 


| 
后 | 四 


-at 1 
03DX 和 4 区 9 一) 43K3 一 一 0) 生 


工 
2 可 
簿 


王 、 YKg3 一 扣 ) 


于 是 ， 当 0 一 xz< 扫 时 ， 有 
颁 2 下 可 全 旨 


xy ”9y6x“ 


当 yxY-<0 时 ， 蜗 一 工 攻 cos 以 一 世 
一 了 


ua 一 二 一 一 一 一 ) 
局 和 4 2 ww 一 YA 一 和 
Vi 了 


2 /一 XXX 一 9 
4 一 1 -一 一 和 
9 Ya 衬 ， 8 一 光 ) 2 一人 
34 工 
一 到 
ax97 本 Ay 一 和 [和 一 多 放 
sz 1 十 AW 一 多 
3 一 人 _ 鱼 
939% 4 一 XWAIR 一 4/ 
1 忆 
下 于 … 
到 一 加 CX 一 区) 加  ， 
于 是 ， 当 y<<ax<< 0 时 ， 志 有 
局 村 局 ?8 


ExGyw yaox” 


仔细 观察 可 以 看 至 ， 在 不 同 的 区 域 上 ， 一 防 偏 导 
数 相 差 一 个 符号 ， 企 一 阶 浊 合作 


5230 误 Fx， 力 一 xy25 二 35 = 十 3 。 荐 xx2+T3yz 夫 0 及 了 00: 07 一 


站 .证明 
(9 07 关 六 《00)， 
证 由 于 
eco 
本 wet 品 党 坟 = 宁 芝 


5231 。 


故 ,f (0,y) 一 一 2， 从 而 


天 oo= 呈 [reo | =--， 


同 法 可 求 得 F*(x, 0) 一 x， 从 而 


了。 《9， 0= 亲 [7 《2X。 o | 一 1 


于 是， K0, 0) 二 /2 (0)。 


设 2 一 xz 为 站 次 齐 次 函数 ， 就 下 列 各 题 验证 关 
于 齐 次 叮 数 的 尤 拉 定 理 ; 


《aa 人 一 《% 一 2 了 十 32)2 【后 》 汪 一 - Fa 


《1 
(3》 和 和 
证 ”关于 呈 次 齐 次 函数 的 龙 拉 定理 邵 下 ; 


设 # 次 齐 次 图 数 六 x， 2 2 在 域 志 中 关于 所 有 
变量 均 有 连 乓 偏 导 函数 ， 则 下 述 等 式 成 立 


2 (Xiz 十 了 F《 和 2 十 2F《X。， 区 。2) 


一 BCxyyy2)。 
《3 由 于 ft 一 289 十 3tz)2 一 ti 故 业 汐 二 供 齐 次 于 
数 。 又 末 


和 为 了 书写 的 尚 伍 ， 在 这 里 我 们 和 反 限 于 讨论 三 个 变量 的 情 。 


5 可 


好 直 
2 一 一 < = 一 一 24 十 3 
本 2 一 2 二 32 5 各 一 全 沁 十 和 2 


au 
癌 2 


矿 得 


55x 一 23 十 3z)， 


口红 如 此 站 下 
与 十 了 有 本 十 区 5 一 《区 一 人 2x 一 4 
世 避 十 3 十 二 3 《 一 2 十 SET 《 胞 


十 627》 一 24y 
即 范 数 * 针 足 龙 拉 定理 . 
《 司 > 由 于 对 任何 的 FF 一 0y 
NT TSTCE3E wx 十 2 十 2 
故 二 为 堆 次 齐 次 函数 .又 因 
全 -一 了 2 十 也 和 问 球 一 名 末 
9x (xz 十 yy2 十 zs3 y (xz 十 32 二 22? 


一 扣 。9 


生 


9 < 世 妆 
从 2 于 


《x2 十 32 二 2) 


故 得 
曲直 站 二 她 引 1 
吕 到 一 十 多 二 一 十 芝 一 
日 区 日 9 侣 产 Cxs 二 yz 二 za 


十 xz 一 工务 2 一 愉 2 一 个 “下 
耻 遂 数 2 满足 苑 拉 定 理 ， 
Ca) 由 于 


可 《总 3 
也 


茸 了 


了 252 . 


可 


了 2 

了 

故 盘 数 zx 为 零 次 齐 次 通 数 .又 因 
us .2 福全 


3 重 
一 (过 ) 一 可 (ft>~07， 


沾 一 (二 ) 


5 ”3 2 | 
改 得 
口 和 Re Gu -3 多 
下 十 3 入 十 2 十 了 训 (ln 了 1 1) 
一 了 一 一石。iy 
即 函 数 a 满 下 尤 拉 定 理 . 
证 明 : 若 可 微 郴 数 s 一 六 xz ,yyz)? 满 下 方 程式 
剖 引 如 全 5 
世 避 十 ?yy 二 2 证 > 一 as 


峙 它 为 二 次 齐 次 通 数 。 
证 任意 团 定 域 中 一 点 Cxayyoyzo2，: 彦 六 下 面 的 芍 
郴 数 Cf-0): 


严 (D 一 - 女 txoot3yostze) ， 


它 当 柱 -0 时 有 定义 且 是 可 微 的 .应 用 复 全 函数 的 求 
导 法 则 ，。 对 上 求 导数 即 得 


卫 
国 


忆 7Cf) 一 二 rcrxe to， Tezo) 十 yo8 【fos 


zyos fzo) 十 zoF (txo， fyoyfzo) 
加 


一 FT 了 CE09 3 下 0 人 


一 1 txtexosroo， 2 》 十 焉 如 0 


(Co toytzo) 十 tzoF twostyoytzo) 


一 ntxoytyaytzo 计 ， 


用 于 fxop7 CHxostyonteo) 十 foF 《ixoyfyosfzo7 十 fzo 


“* v (fxos fos 划一 人 (asf30s 站 0 


矶 
到 上 信 让 一 站 。 
从 面 当 =-0 内， 下 Ci) 一 上 ， 基 中 为 常数 。 现 在 确定 
ce， 为 此 ， 在 定义 区 和 梨 的 等 式 中 令 上 一 1 ， 则 得 
5 一 FCXos3ps20)。 
于 征 ， 


邱 作 


3255。 


开 Cm=- 人 人 oa > 一 六 YXoy py 2np9s 


虹 
TCDE3osg207 一 上 六 Xovyos2o)。 


.二 式 说 明 函 数 埠 < yy，2z) 为 一 个 站 次 的 齐 次 函数 ， 这 


就 是 廊 要 证 明 的 .。 
证 朋 : 落 乒 x， yz) 是 可 微分 的 # 次 齐 次 末 数 ， 则 其 


仿 导 函数 F (xy， >),F(xyyyzyoF xz，y，2) 是 


(2a 一 1) 次 的 齐 次 尊 数 。 
证 ”由 等 式 

一 
两 器 分 别 对 <，>?，>: 求 偏 导 函 数 ， 则 得 


txty zy 一 1FTCzs303)， 
Et ti) 一 nF (zs 
8 tt stz) 一 所 PCxsysz)?， 
其 中 Ai 8 分 别 代表 


Fo 第 一 个 ， 第 二 个 ， 第 三 个 变量 的 偏 导数 。 
于 古 ， 
Cix， 于 fi 一 fiCwo3s2)， 


CH ty ie) 一 可 1 了 ICYs3ys2)， 


了 国 区 二 汪 让 


卫 偏 导 机 数 产 ( 人 2 yz) 《2 了 (5 3 


二 汶 6 一 1? 次 的 齐 次 通 数 ， 
5234。 设 5 一 xyz) 是 可 币 分 丽 次 的 和 次 齐 次 画 数 . 证 本 


(> 洛 上 + 二 名 一 训 [ 攻 -一 38。 


证 ”由 3233 题 知 : 


癌 g 
四 


汪 ， 生 及 -3 拘 为 人 % 一 1) 次 齐 次 


靖 数 ,应 用 尤 拉 定理 ， 即 得 


局 日 局 生 

(> xz 一 (一 1752， 《1 >》 
_ rar 

(x 兴 二 > = 如 ) 和 Ca 一 1)y， 《22 
全 Da rr 9Gt 

kz 这 + 证 十 = 和 17 宫 z (3? 


独 (1) 式 本 端 和 滋 以 % ，(2)? 式 两 端 乘 以 yy (3)7 式 两 
端 溢 频 = ， 然 后 相 训 ， 即 得 


下 日 2 已 革 如 于 
(> 总 二 > 训 +z 汪 ) Hz 3 十 2 人 
十 z -3 = 一 1)8 
这 就 是 所 要 证 明 的 等 式 。 


可 了 


求 于 列 画 数 的 一 舱 和 二 阶 微分 人 xs3yz 为 自 变 数 ): 
32355 。4 一 X 3。 
解 Ge 一 3713TICR3GX 十 四 9 
旭 2 人 一 [ 列 一 上 7 和 2 和 全 2 十 2 3 
十 约 和 一 122X73 2 人 3 
一 % 23 CE 夫 一 3 人 和 二 28148XYGY 可 了 
十 条 (得 一 了 22 2。 


一 所 
了 3236 ， 人 


解 cr 一 2 ， 
XIY 一 GEXG3D) 一 22GK2GdYX 一 %G3) 
4 . 


一 一 喜 (yadx 一 xdy)dy， 
5237 。u 一 /2 于 3。 


__AGY 十 3 了 dy 
得 全 /于 和， 


,dd( 一 一 一 一 SG 十 g2  《CXZGX 十 卫 d3 
wwV X8 十 光 8 wx 十 区 (Kxa 十 ya) 


CC 一 G3Y2 
Cx2 十 92 入 


看 之 


和 媚 du -CdX 士 dy 


本 
2 一 式 xX2Y 十 ya ;28KXC% 十 GD2 
区 主 十 水 《二 


dxz 十 dz 2(0xdx 十 2G338 
2 十 水 《2 十 各 2 


《3 一 区 交合 X2 一 dy ?一 4x2cxcyy 
《2 二 人 7 
攻 23D 。 革 一 < 
解 du 一 edX 二 xD)， 
本 2 一 BTK3c 十 xy)72 二 2dxcor 
一 ee 人 2 二 2 十 XGA 十 区] 
5240， 习 一 %3 二 32 十 3X 。 
解 dz 一 (3 十 23GX5TK2 直 Xegy 十 (X 十 92， 
斌 2 和 一 号 Kx 十 过 yqdz 十 可 2 


_ 安 
5241 。 一 让 73 
站 攻 
解 de 一 一 [xdx 十 dy 二 292 
《2 上 多 JS 一 2262d3 十 yd》 
《 共 十 了 放 
2 一 e+y2)202(xdxd+ydypadz 


一 25XGX 十 3 一 25fdX2 十 cy) 


看 3 


一 4%2 十 多 2 人 XGA 十 3 十 了 
一 23KY 基 十 33 


-可 ccoeeyoanet scydxdy 


eyedeT dd 


5242。 设 jw 2 一 忆 生 ， 求 dffl,1,1)》 玉芝 2FC1 1 17。 


解 ”本 题 将 采用 分 别 先 求 一 阶 及 二 阶 偏 导 函 数 ， 然 后 
再 合成 名 求 一 阶 及 二 阶 微分 的 方法 . 由 于 


六 (xys 31) 一 1， 天 (1 1) 一 1， 
用 GD= 一 六 万 (1 11) 一 1， 


天 《ly 1 2) 一 0，js(1 1:1) 一 0。 
故 得 
dFflyl，1) 一 产 (1,1， 12d2z 十 所 (1 1，12d3 
十 天 《ay1,1)az 一 cfx 一 可 yy。 
允 因 


Fo(Xy1ly1) 一 yoofxylyly- 一 0，f(lv1y17 一 0， 


在 学 


。 外 1 
了 -Clinry， 1 一 二 ， 了 CC1，yY。 1 一 一 233， 


21。 1,17 一 一 1 


Fly1,2 一 二 FI 1 2 一 一 25， 
ell 1L7? 一 -一 1， 
了 《19 ID) 一 一 训 ， CC1Ly 了 Da， 


Jill 1 一 阅 ， 
YL， 耳 % 2 一 一 过， 所 (1:1,z 一 点 。 
sf1y 1。 1 7 一 工 日 
AL lz7》 一 0:F(1 lz 一 0 1 1 1)7 一 0， 
故 得 


巡 27KC1y 1 TI7 一 Cl1y TI 28E2 十 天 OKC1y 1 了) 了 7 
十 .sfK1 1 1322 十 2K1 1 1793Xdt3 


十 2 fC1y1,1)7 辽 92cz 十 2 疡 2K1 1 17GxC2 


这 3 丰 和 2 一 了 全 区 人 二 2 本 二 一 了 三 
一 中 本 多 一 全 可 罗 十 2) 
5245。 证明， 洲 


和 二 wA 3 十 十 zy 


看 


可 38 0 。 


。 MX 十 YY 二 2EZ 
证 cd 一 机 


dd 一 十 [a(clx2 十 d32 十 z2) 一 (2d 
十 芋 十 二 直 
一 雯 ECxdy 一 yax22 十 攻 儿 可 一 六 978 


十 《2zdYX 一 %dz72]。 
击 于 0 (在 原点 处 du 不 存在 ， 故 cnmn0。 
5244， 人 假定 *，> 的 绝对 以 甚 小 ， 对 下 列 各 式 淮 出 近 做 公 
式 : 
Ka (1 十 区 DCL 二 3 所 人) ln 十 xl1agL 十 37 


革 十 光 
于 略 史 ” 


攻 下 站 TC 二 区 
解 (aa 设 放 xsy) 一 (1T2%OnfT320，， 刚 


的 X0 一 1TCI 十 YX 天 0 人 7 一 了 


后 《0 7 一 红 1E- 区 9 六 《0x027 一 和 3 


于 是 ， 
fx ATC00) 十 六 (0，025 十 巩 50，0723 
一 荆 十 诊 基 全 乱入 9 
上 厂 李 


即 有 有 近 旧 会 式 
【1 十 XI1 十 义 庆 并 寺 天 关 十 有 全 
《6 设 xy 一 tnfL 二 xl1nagCL 十 3， 出 


Fo0)7 一 0，F(00) 一 0， 
Frfoy)? 一 0 有 (0:0) 一 和 。 

7 xxx0 一 0，Fesf0:02? 一 0， 
Jiof0 3 一 0Dyof0 0 一 0， 
50 3) 一 tnaf1l 二 3。7KCO。32 


下 六 量 了 35509507 一 1 工 。 


于 是 ， 


FCXy 4 TKO0D)7 十 护 (007x 于 天 CD。073 


十 冯 | Fo， 0)x2 十 27 (0，0)xy 十 才 (0， o52?] 
一 尽 员 。 
即 有 近似 公式 
Ink1 十 X?v ng1 于 昂 3 和 光 多， 


本 是 如 不 用 求 依 导 趣 数 的 方法 ， 也 可 直接 获 解 ， 
lak1 十 区 1KLE 十 3 一 [于 GoCXT [2 于 GCC4D 


他 了 


人 人 


人) 设 Kxz，3 一 aretg 让 芝 ， 则 


上 


《区 0 一 本 于 Xs， FeKDs 0 一 工 ， 


了 《0。y7 一 于 所 《CD 0 一 荆 。 
于 是 ， 

FCxy30 5 0 十 产 50037 寺 下 (0 0) 福 一 江 十 了， 
即 有 近似 公式 


部 十 多 
1 十 xy 


3245 . 用 微分 来 代 克 函 数 的 增 量 ， 近 伺 地 计算 ， 


二 了 已 芋 区 六 和 十 


03 

《ay 1.002-2.0032.3_.0043 【〔 昌 ) 一 103 - ; 
， SA0.98/1.058 

《BE》 AAA1.02s 十 .9753 《mm7》 3im29”tg46” 3 


区 再 让 如.97105 
解 人 a) 训 开 xyos27 一 (1 十 xmg1L 十 31 十 2 则 
汝 jz ，|171121 其 小时， 有 近似 公式 (参阅 3244(a7) 
二 二 
利用 上 式 即 得 
1.002.2.0033.3.0045 一 《1 十 0.0037 


.az(14 0.093 
人 


:asf1 十 了 0 


在 加 


十 8。 .oOce 


二 1.22.88( 1 十 D.002 十 2。 2003 


一 10 人 .9723 


1.033 


CE 时 
370 (十 0.03) 


:1 一 0.02) -81L 二 0.05? 玉 


包 1 十 2"0.03 十 [一 十 并 一 0.02) 上 (一 于).0.05 
21T.0543 
《B) VE 09D 直 + 人 的 站 


1 .87 
雪 
ARC 


二 2 3 CO.03Y ， (人 2 
2 让 有 ( 一 2 = 二 (07] 
生 .95 


Cr) 设 FAx，32 一 sinx it?， 则 有 近 估 从 式 
CEy3DScsinxo t 首 Jp 十 osXnt 吕 oo 和 一 基 0 


sinocn 


55583077Y 一 yo)- 
于 
在 本 题 中 ,入 站 一 阁 ， 3o 一 二， X 一 %0 一 一 党 ， 
180 
一 -到 、 
”2 一 180， 即 得 


本 习 


5246。 


?0 


下 号 ai 亚 王 否 站 
a 世 2 和” 十 任 秋 和 sina- 七 洛 可 卡 s03- 《名 可 


四 2 
必 -- 180 冯 《 0 
AD0.5024 


《> 设 下 (2 3) 一 区 2 则 于 


1/ 一 - 红 一 
fa D=- fx = 1， 


1 D 一 玫 fG2| =。， 


于 是 ， 着 闪 %。 所 以 ， 我 们 有 


0.971-05R0。97 ， 
设 些 形 竟 过 < 一 6 米 和 = 一 8 米 ， 若 第 一 个 边 增 加 2 训 
沙 ， 而 第 二 个 过 减少 5 讲 冰 ， 癌 矩 消 的 对 角 线 和 面积 
灾 化 密 少 ? 
解 而 积 4= xy， 对 线 1 一 xz 二 32， 于 是 ， 


LA4R3aUX 二 XLR -全 汪 二 。 

凡 # 一 6000，3 一 8000， 避 xx 一 2， 如 4 一 一 5 人 六 上 
述 二 式 ， 即 得 

448000:2 十 6000-【《 一 5) 一 一 14000 《平方 毫 
洪 》 一 一 140 《〈《 平 方 旦 洪 ) ， 


35247 


5248 . 


、 656000-2 十 8000( 一 5 、 
AA60002z 十 80005 3 《 著 米 ) ， 
芭 对 角 线 疙 少 约 8 毫米 ， 面 积 总 少 约 140 平 方 帮 米 。 
扇形 的 中 心 角 cz 一 66? 增 加 az=-1"。 为 了 使 情形 的 面 
积 仍 然 不 变 ， 则 应 当 把 扇形 的 半 和 从 只 = 一 20 厘 米 减 少 若 
十 ? 


解 ”扇形 的 面积 4 到 Rac、 于 是 ， 
4md4 一 Rad 有 十 二 Rada。 


过 题 设 ， 容 有 .4=0， 邑 


。 开 - 工 . 3 
20 诗 红 下 十 二 2 166 0 。 
解 之 ， 得 
qd 有 Rs 一 言 〈 厘 米 ) 盖 一 1.7《 训 米 ) ， 


即 应 当 熏 半径 总 少 约 1,7 误 漆 . 

证 明 事 积 的 相对 误差 近 亿 地 等 于 丧 数 的 相对 误差 的 
利 ， 

证 设 2 一 x%?， 则 aa 一 sa 二 wa， 从 面 


TS 
下 半 俏 
了 节 绝 对 值 ， 得 
| qzx | 茸 
4 | zx 忆 了 | 


了 是 


上 和 式 各 项 玖 表示 该 莉 的 相对 误差 ， 本 题 获 证 ， 
52493. 当 测量 图 往 的 席 半 径 中 和 高 五 时 所 香 的 结 昌 如 下 : 

尽 一 2.5 米 二 0.3 下 五 一 4.0 兴 十 D.2 洲 ， 

友 所 计算 出 罗 桩 的 悼 积 可 有 怎样 的 绝对 误差 4 和 相对 

误差 

解 ” 恒 积 矿 =R2 万 于是， 
< 他 太 Ad 一 2 有 有 十 下 只 2 五。 
以 一 2.5， 豆 一 4.0，4 有 一 0.1，v 五 一 0.2 代 入 


土 式 ， 即 得 
< 好 太后 10.2 立 方 漆 ， 
-1 
6 一 他-|=1s% 


5250。 三 角形 的 边 e 一 200 米 土 2 米 ， 一 300 米 三 5 有 米 ， 所 们 
之 间 的 前 C=50" 土 ]， 则 所 计算 出 三 角形 的 第 三 边 

可 有 怎样 的 绝对 担 差 ? 

解 ” 按 祭 纺 定律 ， 有 

CC 一 企 2 十 并 2 一 2Gpeos 人 CC 
微分 之 ， 即 得 

pie 一 aaae 十 六 一 zeosCda 一 cosCdzaTopsinCaC， 
以 e 一 200,5 一 300,c 一 /2005 十 3002 一 2.200.300c05605 ， 


C 一 王 ，da 一 2，db 一 5， <C= 5 和 代入 上 式 ， 即 和 但 
zex7 了 .6 米 ， 
故 第 三 近 c 之 绝 对 误差 约 为 .6 炒 。 
了 251.。 证明: 在 点 (0:0? 连 续 的 函数 
尖 2 2 一 wy 


了 了 


于 点 40,07 有 两 个 偏 导 冰 数 六 (0o, 0 和 所 (0,0)， 但 在 
点 50,0) 并 非 可 微分 的 . 


说 明 导 函 逆 疡 Kx。 2 和 方 (x,2) 在 点 5C0, 0) 的 令 
”天 中 的 性 质 . 


， 可 _ 
解 产 (0,0) 一 cfCxs0)| 0 ， 


: 一 gf 一 
5 CD0。0》 友 cro2| 0 ， 


考察 极限 
lim .232 一 大 00) 一 PC0,0)x 一 疙 (0,0]4 
Pr 十 上 疡 
SAYJX2| 


一 1im 


ooeAZXE 十 y5， 
当 动 点 (xz,3) 沿 直线 y 一 Ar 趋 于 点 (0,0? 时 ， 显然 对 


不 同 的 上 有 不 网 的 极限 倩 _YTR[ ， 四 此， 上 述 极限 
AZ 了 十 中 
不 存在 ， 部 在 点 (0,0)， 
光一 (0,0) 一 片 (0 0)x 一 疡 Ko003y 


不 能 才 成 5 Co ， 其 中 p 一 /2 二 yz， 破 知 /1x9?f 在 
点 (0,0) 不 可 微分 。 
不 难得 到 


7 子 


忌 Jx3L，x 关 0， 

2 
有 一 
子 。 《YX yy) 一 0， xs 二 ys 0， 
无 意义 ，。% 一 0 yy 关 0。 


因此 ， 玉 (xx，y) 在 点 (0，0)》 欧 尾 和 何 郭 域 中 均 有 无 意 


久之 点 及 无 界 ， 关 52x 3 的 性 质 类 做 。 
5252。 证明， 国 煞 


FCx， 力 一 -7 车 x 十 ?2 关 0 及 Fo0;,0) 一 0， 


于 点 40:02 的 侍 域 中 连续 且 有 有 界 的 偏 导 函 数 所 (xy) 


得 扩 (xd)， 但 此 画 数 于 点 (0,0? 不 能 微分 。 
证 ” 末 数 大 xy) 在 x2 二 392 关 0 的 点 显然 是 连续 的 ， 


由 不 等 式 
17FCx。 ?21 一 < < 
以 型 寺 殉 
衬 
向 im f(x,2 一 0 一 F(0,0)， 故 JCx，2) 在 点 (9.0) 
的 邻 圳 中 连续 . 


1 入 
， -一定 一 一 2 于 JJ2 关 站 9 
站 《和 3) 一 人 【区 3 十 另 2)2 
， 2 十 %2 一 0。 


了 4 


32535 。 


当 2#2 十 32 关 0 时 ， 由 于 


1fCxsoD1 -| 一 工 ， 


(ya 
疼 六 (xy,3) 在 点 40;0) 的 邻 域 内 有 界 。 同 法 可 以 证 明 
fx%s32 在 虎 40,02 的 邻 琥 内 有 界 。 

转 于 疡 K0,0) 一 六 00) 一 0， 且 委 限 


KxXe4D3 一 六 00 一 抱 《00 一 了 有 《0 0) 
友 


1im 
于 站 


一 1im -2 
?0 二 人 


是 示 在 在 前， 因此 可 知 函 数 拓 xz,2) 在 点 (0: 0) 不 可 微 
分 . 
证 明 ， 症 数 


>》 一 世 汪 2 十 2)si ， 沙 %2 十 2 关 0 


工 

PE 十 和 
和 fK0，02? 一 0 

于 点 C0,0 的 名 开 中 有 偏 导 国 数 产 5x，? 和 万 (xz， 32)， 
这 些 贪 导 函 数 于 点 (0,0) 是 不 连续 的 且 在 此 点 的 任何 
邻 域 由 是 元 界 的 ; 然 弄 此 函 狼 于 点 (0,0? 可 微分 . 
证 道 知 十 和 闫 0 上 时， 六 (2 2) 及 Fa5x。，3) 均 存在 ， 
孔 
75 


了 好 


。 1 
= (CX 2D 一 28i 5 十 73 一 语 十 放 58o9 5 十 2 


， ， 和 
六 Cx， 沁 一 23sin 5 二 一 5eas 末 十 总 ， 
飞 因 
里 -一 于 【2 3 一 了 Cn 0 
了 0, 07 1 元 


。 。 工 、 
一 二 如 it 5 一 心 。 


下 < 站 


有 (6， 站 一 1im 基 0， 2 一 0,07 
雷 时 WO 忆 


。 。 荆 
一 1im Ban 一 人心 
于 由 3 3 


胡 拓 企 上 后 00)7 内 有 恼 导 函数 六 Cr，73 玉 万 (3 


考虑 在 点 (-72， 0 ) 的 仿 导 丽 数 玉 Cx,y): 


。 玉 旦 - 
| 一 一 站 了 一 i 立 世 是 一 立 。 7 季 呈 心 总 2 攻 省 
到 (7 2H 隐 “ ) AI 22 玫 江 下 


一 一 2 7 2 一 一 bo 《co 
因 王 ， 太 52 在 点 (0，0) 的 任何 邻 瑾 内 元 界 ， 几 上 


又 入 产 Cx3 在 点 人 0, 呈 不 连续 、 同 闭 研 证 户 kx，3) 


在 (9,0)? 的 性 何 邻 域 忠 了 地 无 界 从 丽 ACx3) 在 点 
“007 也 不 连续 . 


5254， 


最 后 ,我们 证 明天， 六 在 点 40:.02 可 微分 。 事 实 
上. ， 上 〔(Dy 和 一 了 【007 一 口 。 且 _ 


TCD 一 让 0 0 一 YaK0y0) 一 3FrCDy0y 


1 了 各 


已 一 站 间 
页 竺 
7Cx 4 一 了 CD，07 十 区 站 《0。07 十 了 70DsD》 


十 DCDp>》， 
如 函 数 六 xy) 在 点 (00 可 微分 。 


证 明 :， 于 某 止 形 的 域 如 内 有 有 界 怕 导 函数 户 (x3y7 
和 .六 (xy37 的 函数 FxXy) 于 域 五 内 一 致 连续 。 


证 由 于 户 人 xy 2 及 六 (xz， 2 在 辫 内 有 界 , 故 看 在 工 
一 0， 岳 当 (x,yocz 时 ， 伍 有 
1ACzy os 卫 ， 


及 1 PCxy 31 < 二 。 


在 瑟 内 取 再 点 咏 ; (xi， 1 三 忆 sxayaz) 和 
(1 刘 果 以 | 己 : 己 :为 直径 的 加 (包括 图 周 在 内 ) 
都 属于 毒 ( 图 6.257， 天 点 s(x，3z) 及 钱 想 


7 了 


三、P:P 都 在 瑟 内 ， 
于 是 ， 

11 27 一 于 Ko， 
风 z < FKX1 Yi 一 
Ci ga 十 LTFCx， 32z) 
一 ECxa， yz)|] 


一 1 户 (xiy 1 人 
1 31 一 风 z| 村 | 《9 34971121 一 %s| 


其 中 皇 介 于 yi，3 2 之 间 ， 介 于 xi，x。 之 各 。 由 仿 
导 函 数 的 有 界 性 ， 即 得 


| xD 一 CCxay3737 
< 过 [3 一 光 s | + 到 1zi 一 xal 


< 一 和 222 十 【1 一 如 2 


十 巡 w 一 ET 一 区 天 


一 姜 AAfYX1 一 区 so 十 《和 1 一 水 2 


] 六 中 ) 一 天 三 安 天 1 。 

《2 训 转 .6.26 所 未 ， 成 ,E 已 ，PxE 歼 ,人 点 (xi， 
?27 酒 《xa，y 世 者 不 一 定 属 于 吾 . 由 于 三 : 利 呈 : 铭 
为 三 的 内 点 ， 故 看 在 民 盖 0 。 使 得 分 别 以 已 : ， 忆 2 为 


回忆 届 为 半径 的 贺 《〈 包 括 圆 局 在 内 都 在 刁 内 . 作 
两 加 的 外 公 切 强 QQ 及 xsQs， 则 由 场 点 均 在 豆 内 
知 ， 邱 形 QQwaNaca 邓 个 落 在 己 内 - 


企 " 忆 各 
不 难 君 出 ， 在 直线 民 卫 :P。 上 可 取 足 铝 多 的 分 
点 : 了 一 有 oo， 有 时 ze， 凡 ,一 局 使 
1 -2 有 一 1 
则 芒 | 阅 一 : 闻 为 直径 的 回合 蓝 在 矩形 内 ， 从 面 也 在 
五 内 。 于 是 ， 


] 7PP) 一 了 ( 忆 )| < 之 了 7 一 FaD| 
上 到 了 


< 了 了 1 王 工 了 1 
tmI 


| 
一 工 -| 己 P。| 由 
这 就 证 明了 对 五 中 任意 两 点 ， 冰 数 f(P) 满足 里 普 什 
兹 条件 ， 
对 于 任 给 的 se 一 0， 取 5 一 二 ， 列 当 Pr E 已 ， 忆 s 
7 


5255 。 


如 人 


和 已 且 | 己 :| 一 6 于 ， 就 恒 有 

| 站 呈 一 郑 21 适 节 | 五 | 一 3 一 
寻 函 数 fx，2)? 在 三 中 一 致 连续 。 

注 . 用 9 表 区 域 瑟 的 边界 , 巨 表 百 加 上 3 囊 
所 成 的 闵 区 下 . 在 本 题 的 假定 下 ， 还 可 证 明 jx，?) 
可 开拓 为 巨 上 的 一 致 连 坝 函数 ， 事 实 上 ,对 6 互 上任 
一 点 二 。 册 柯 西 收 敏 准则 知 当 点 已 和 五 内 赵 于 了 
时 /六 天 的 极 眼 4 存在 〈 极 据 fCP) 在 五 的 一 致 连 读 
性 易 知 它 满 足 柯 酉 收 伍 准则 .我 们 规定 F 关 Po 一 -4 
于 是 zP) 在 区 个 五 上 有 定义 ， 在 不 等 式 

| 站 五 一 (已 < 委 工 :| 《已 1 , 闪 s 乒 ) 
两 端 让 己 :- 忆 o。 CPPocs5) 取 极 限 ， 得 

| 六 一 天 (| 二 工 : | | 

《三 ，EG 瑟 ， 户 ,GE 五 )， 


再 让 已 :~> PP 《Pocoe 瑟 ) 取 极限 ， 得 
1 5CPo) 一 了 (天 工 . | PoPo | 


{《oEoF，PoEaE)。 


击 此 可 知 ，F (CPP) 在 巨 上 满足 里 普 什 花 条 件 ， 上 用 丽 


7 ( 妊 ) 在 严 上 一 臻 连续. 
和 证明， 若 函 数 jx， 六 对 变数 = 是 连续 的 《对 每 一 个 


丙 定 前 慎 ? ) 且 有 对 变数 y 的 有 界 的 导 男 数 F*Cx， 37?， 


则 此 函数 对 变数 x 和 > 的 总 体 是 连续 的 . 
证 设 己 o(xosyo) 是 所 论 的 开 域 互 中 企 一 点 .了 歼 下 Pa 


为 中 心 的 一 个 充分 小 的 开 球 Ce， 使 Ce 完全 会 于 二 
了 后 。 屋 在 二 内 ， 有 于 太 5Cz， 妇 | 生 工 。 于 是 。 当 《2%。 
JF。 (xc5202 属于 Co 时 ， 有 
[FCxyy1 一 FCz 21 一 [75CxyE) 1 一 22| 
< 反 荆 31 一 3 ， 
其 中 皇 为 介 于 397，30 之 间 的 一 数 ， 破 F<，3 在 Go 


中 汪 足 蜂 普 计 玄 和 条件. 因 ， 根 据 3206 题 结果 印 
fx 人 在 石 。 中 连 继 ， 特 别 是 在 一 点 连 钱 . 由 三。 版 
的 全 意 狂 ， 即 知 7(x,y) 在 内 连续 ， 证 毕 . 


往 。 从 证 明 过 程 中 很 明显 。 本 题 内 要 人 很 定 太 5x 2 在 


吾 中 每 一 点 的 某 邻 域 中 有 界 即 可 。 

在 下 到 问题 中 求 所 指出 的 偏 导 琢 数 : 

站 43 站 4 他 41 若 

站 YX 四 XSD 人 7 口 w2Oy2 

中 二 学 一 少 十 区 2 十 2X 史 十 和 2 二 其? 一 虽 区 2 风 
一 28 十 2 一 4 和 十 光 


解 9 一 2 十 6x 一 63 十 1222 一 B229 
了 辣 一 6 士 24x。 
于 是 ， 
2， 浊 和 5 和 -1. 


如 了 


局 3 二 


5257 。 55539， 芹 一 YingX3y7。 
如 人 吕 z 术 
解 和 一 19《Y%JD 十 上 本 富 一 
和 于是， 
四 82 
Dx2Q7  “” 
了 3258 一 戎 # 一 基 8aia4yy 十 了 38ita 世 
”3 * 


解 3 一 6ainy 十 2sin(X 十 


) 


3 红 
立 


一 6ajiny 一 几 30mS 和 。 


于 是 ， 
加 二 机 ， 。 号 人 
诚 果 了 8 68i( 3 十 -一 6008 
一 一 各 Ccps4 十 co3XD7 。 
ao 一 十 十 = 一 xy 了 
5259 。 了 57523， 藻 上 一 arc te 人 

和 解 ” 广 意 到 

BE 一 are tgX 十 arc tg3 十 aretg2 十 BF 《3 一 0 十 1)， 
即 得 

9 0 

问 区 分 口 之 * 


可 王 下 鸭 
526D0 。 -3733 菩 4 一 es 


如 宅 


一下 


5261。 


32862。 


他 亚 间 了 站 业 卫 过 守 寺 了 
网 器 -er 约 -rreocoer 


多 
5 一 和 
二 党 2 .922 一 如 人 1 十 3 党 和 2 十 交 2 和 2 2 


他 4 扩 
XDAWDEOT 


一 1 3 --- - 1  _ . 
者 4 一 /CC 


解 设 r 一 /fx 一 5 二 fy 一 9)2 。 刚 4 一 一 lny。 


.34 _ 1 ear 一 上 
区 他 人 站 包 生 
日 2 (一 二 人 和 一 多 
名 YX 六 二 和 
丫 瑟 中 一作 二 8《X 一 引 2(3 一 咏 
口 XOWDE 扩 六 吾 和 
和 于是， 
人 2 一 人 
电 区 日 995O97 扩 革 #3 
一 一 
六 全 
一 所 十 二 有 《入 一 点 ) 2 光一 区 
池 半 EE 一 。 
站 二 人 
-让 着 sx 一 xo0403 一 2o9 


四 乞 


站 络 
和 解 可 轩 儿 
于 是 ， 
的 ， ， _ 
BILL 9 (Dr9 均 为 日 然 数 ) 
四 ?十 ? 相 革 十 了 
5265， 引 550 ， 若 s 一 汪 二 。 
33 局 "如 本 立 久 
解 # 一 1 7 二 有 《一 1 一 sr 利 


用 求 高 阶 导数 的 革 布 尼 兹 公式 ， 即 得 
问 mm 二 9 起 


本 一 【一 TD9 2Kr317。 > 光 [有 


5 


《次 十 工 ) 玖 十 2 十 扣 》 生 
攻关 一 区 


十 下 《71 十 - 2 二 荆 汪 1 
攻 基 一 末 》 直 


2 沁 一 1)” CE 十 一 1J1CNX 十 阳光》 
《一 了 


+ 


一 2 一 Doaf 


Bo+ oa 


各 亲人， 车 4 一 (x2 十 了 2ertt。 


号 264 ， 


解 人 一 《2 十 多 27B*Y 一 2Croey -2ByoCx 一 扩 : 十 2 。 


召见 Sa 一 or- yzer， 利 用 求 高 阶 导数 的 全 布 尼 喜 公 


8 


式 ， 即 得 


DTraa __ 艺 (证 一 让 专电 晴 笠 必 ?3 
个 3 
| 多 《ez 
避 光 " 
一 1 
已 * 
填 尼 : 总 -人 3 《 


二 CC 22 20 二 Ce 


一 Ex+y yz 十 283 十 PC 一 1 叶 。 


同 法 可 求 得 
一 和 十 200x 十 丽 (In 一 1) 
于 是 ， 
站 H5 下 站 "+ 1 站 mt 


xna3 日 式 "器 3 十 站 竺 如 癌 呈 


一 Ex 多 区 十 人 2 二 2 和 十 2 和 十 府 《 过 一 1) 十 站 (下 一 173。 


站 本 站 
3265+ 。 0 ， 落 贡 一 其 沁 2 二 人 
区 半 儿 1 二 


所 交 好 < WEB3 Er 


解 可 有 7 本 了 一 7 


- 《zes 了 


一 -二 -Kxer) ， 80 


号 5 


一 已 x 芝 二 罗 3， 外 和 人 
一 ext34z(X 十 由 KKC? 十 GOC2 十 站 7) 。 


5266。 若 7， 切 一 erainy， 求 了 各 《0，07。 


解 。 SGH3(0,0) 一 ersinf 过 | -ein 等 。 
8267 。 证 上 明 ， 洲 
人 了 (YX 2 
出 
Qt 
本 97 一 人 (人 ， 


式 中 txyz， 并 求 画 数 下 。 


解 -4 一 了 FT 扫 ， 


盖 关 上 严 
85 了 32zRKtD72XC3 十 2FPCi)。 


日 ?得 ay 下 
8 二 
十 FE 十 开 加 2 了 人》 
222F4(E 二 久 区 攻 2 FE 十 下 1 
一 丰 FE 十 3fFYCt 十 F 代 从 一 百 ( 休 。 
32868。 设 下 一 %4 一 2X33 一 2 十 光 十 %3 一 3 下 一 3532 十 3 
十 2X2 -3 十 2 十 X 十 3 十 1， 兴 避 4H。 
856 


妆 汪 中 忆 424 癌 41# 如 4 4 
导 冰 数 误 5a， 忆 X5Gy， 加 XZD 2 -7 和 7 


多 于 甚么 


解 避 志 一 24 可 YXd4 一 3CT1GaCXED 人 4 


一 2Cicxg ss 十 24G 和 1 
一 4K84 一 2GX3 儿 一 2 全 区 十 本 
4 一 ._ -人 
由 8 一 (dx 十 dy 泡 】 az， 得 


局 4 Bat Or 
DT 一 34，Dx587 一 1 2，Bxs3y5 一 


0 ， 


0 
问 % 虽 3 
在 下 列 各 题 中 求 所 提 出 的 阶 的 全 微分 : 
8269。 吕 3， 潜 下 一 %3 十 45 一 3XC 一 省 
解 了 sa 一 Gdx3 十 圳 8 3 十 3 人 2 
g270。Caxr。 沙 2 一 sintx2 十 8a)。 
解 间 8m2Aeosf 和 2 十 入 2) 全 十 2Y00SCS 二 ) 可 和 
一 2KYXq YX 十 GyYDyeoeKX2 十 必 27) 
要 3 旨 一 一 48 十 28XGX 十 了 全 7 
十 2cosgKx2 二 327Cdx2 十 台 323。 


得 
一 一 42， 一 24. 


于 是 . 
可 3 下 一 一 昌 cO5SKNE2 十 晶 3 区区 人 直属 3 了 


有 7 


一 是 Bi 十 入》 人 十 人 
一 下 S3 区 2 十 乏 2》 光 证 和 十 区 可 区 这 w 十 这 条 2 
一 一 SCXgX 十 YYG 和 7)8cosgxX2 十 区 2) 
一 12KYG 人 十 于 可 加 % 二 三光 3)Jsing2 十 2。 
3 了 271。 吕 lp 若 和 一 mgX% 十 汪 )。 


_ dxz+d2 、 
解 du 一 2， 于 是 ， 


-1og 一 DIEX 十 可 y》19 
《3X 十 3 
g5272。 以 o8， 洲 3 一 60sX cy 


解 do 一 人 dx 本 上 dy) 提 


二 一 心间 第 如 二 和 这 基 8 一 看 3 区 9 入 大 区 5 本 全 
十 15c0sCh 条 开征 二 人 
十 3 站 SnXahy 如 8 可 W3 一 185c05Xchywg 可 xx2 了 4 
一 押 Si 拉 车 5 了 洒 避 光 放生 cosXeEy 林 8 

一 一 [axXe 一 15glX4GY2 十 15 二 荆 2 全 人 1 
一 过 和 光 8yeags 芝 CH 昌 一 立 要 入 砷 入 更 区 4 
一 了 站 过 第 这 罗 2 二 3 二 和 二 9 计生 8 有 人。 
3275。 过 3 薪 4 一 %YZz。 
解 ”注意 到 zx 一 如 23 一 2z 一 0 ， 即 得 


三 38 一 可 28XY2 一 人 3 区 yz 一 3YKCC YYz) 


一 扣 避 XGA。 
3274。 好 44， 基 一 1ngX yz 。 


好 


解 ” 册 于 4 一 ”laX 二 iny 十 2la2， 散 
要 4 和 一 党 间 区 芝 十 长 六 1] 亚 和 3 加 人 和 
十 《zlnzycda 可 2 


- 昌 24 
一 了 到 十 了 于 十 旺 ). 
5275。 辟 中， 巷 一 5+ 
解 注意 到 gfax 十 zy 一 0 ， 即 得 
过 "者 一 加 Ceor+50 一 白 o 二 5[ KG 区 十 再 定 了 9 
一 Eoxt6(KG 巡 区 十 玉 可 光 
52786。qra， 蒋 2 一 天 CCx)77KYD)， 
解 “dr 一 了 CidemeKKx3 ao 


上 呈 自 


一 = >》 ， 人 和 长 全 一 瑟 [人 业 友 耻 《yyDGaxo EYE 


5277。a"u， 蓓 1 一 了 (十 十 =)。 
解 ”注意 到 中 zfKxz 十 y 十 国王 癌 ， 即 得 
如 呈 一 天 CT 十 3 十 efGX 十 了 十 人 7 
5278 ce， 鞠 攻 一 eez+5+e 
解 注意 到 吕 2fax 十 Dy 十 cz) 一 0 ， 即 得 
人 
3279，P(x,y，z) 为 4 次 齐 次 多 项 式 ， 证 明 
一， 
证 己 (xs3ys2z3? 可 珍 示 为 形 如 
2 
的 单项 式 之 和 ， 其 中 二 为 嵌 数 ，b.avr 为 非 负 整数 ， 


查 过 


且 户 十 8 十 一世 

由 于 微分 运算 对 加 法 及 驼 以 常数 基线 性 的 《可 挛 
换 的 ) ， 因 此 村 证 

加 "下 和， 和 全 一 和 GEX 如 3 如 2) 


只 要 证 明 
要 MMXPyaB 一 下 八 32 2 
就 可 以 了 .事实 上 上 ， 


人 wa 一 台 半 9 村 下 和 2 -人 CS 


一 好 四 让 tf 人 aaC Wearlr 7 
了 TCD 二 IJ EC 阁 。 如 长 光 ?过 《多 六 【2 
好 , 攻 太 十 GD1 


一 一 。 人 加 区 
fl 六 二 GOT 坊 191 ” 


一 络 1 2 
35280， 设 ; 


求 .4 和 42 一 LiD， 若 


Ga) w 一 -5 《0) 4 一 lnwWVxs 二 于。 
ou 一 2 
解 (8 wx 《35 8y GTy55 了 
是 ， 
3 3 
《YXE 二 9 9 党 2 十 史 8 


2 一 (dy 一 一 问 一 一 -一 2 
人 


一 一 
一 
炸 2 一 (da 一 0 。 


5281- 设 : 
Dag 328 
Lu 一 55 十 三。 
求 4u， 和 若 
《3 )》 业 一 sinXcphy5 《623 4 一 jms X2 二 92。 


提 
解 (aa) 号 一 一 sinx echyy， 3 党 一 sinx ehy ,于 是 ， 


3 一 一 ii 了 所 cy 十 sinX chy 0。 


全 2 下 实 2 一 全 2 
性 知 广 ys 一 《2X2 十 务 2 于 是 ， 


1 十 652 一 下 


CXETy52 《25 二 ys 一， 


5282. 设 ， 


Ar 号) + 总) 二 ) 


号 了 


加 328 ， 避 2 相 必 2 叶 
GE 十 证 5 十 本 5。 
求 媳 和 < 必 sx， 车 


《有 ) 4 区 十 入 3 十 2 一 和 和 3 


< 44 一 


生 
《日 玫 一 一 一 一 一 一 一 一 - 
? AAA 十 本 十 之 < 


解 (aa) -Lu 一 9 [CCX2 一 3z32 十 【32 一 全 区 7 
十 《za 一共 4 
< 一 6C% 十 3 十 2 


《67 念 了 一 AAX2 十 wz 十 2 ， 则 一 鞋 


Qi 1 gr -区 
QX 了 2 全 区 # 3 
Bu 113x ar 了 工 |3x” 
5 ra Ye TY 
由 对称 性 部 知 
2 十 :z 十 - 2 1 
Lu 一 一 一 一 工 


站 


CC 


六 5 


求 下 列 复 台 数 的 一 阶 和 二 阶 异 函 数 ， 
328 了 5 。 引 一 站 区 2 十 汪 2 十 22?e 


32 


解 3 一 2xfr(x 二 32 十 32)， 
问 ? 


训 5 一 2 六 (X2 十 32 十 g2) 


十 生 %2 OKX2 十 多 2 十 2)s 
加 = 于 
口 X 宫 入 
由 对 称 性 即 知 


吕 一 227Cxs 十 2 十 z2?， 


一 4XOACx2 十 2 十 22J。 


HL 严 3 _| 吾 己 
22zF7CX2- 上 42 二 2z27% 


已 
史 一 212 十 2 十 2) 


十 丽 ye 十 轨 > 十 x2)y 


Gezr 了 2 2 = 
可 277CX2 十 yy 十 22)》 


十 生 2270KCXS 十 J2 十 27 
Dzu 上 皇 全 
再 了 一 和 32 人 十 儿 十 22 
_D-t 一 Pa 二 人 
所 zz 加 区 一 和 YXz 《总 十 ? 七 D 


一 半 
5284。 如 一 了 (区 了 2 


53 


3285。 


.3 如 


忆 5 了 工 
解 5 一 (3 半 )+ 六 fa(s， 冯 放 


Qi 一 一 汪 (ex， y)， 


3 和 一 了 (xz 芝 ) 二 全 1(z， 六) 


二 212a(x， 攻 )， 


3 和 各 15(<， 六 ) 二 六 7 和 (学 )， 


azb 闻 1 -， 
3 一 区 7 和 (>， 六 1) 一 af ax， 交 】 
让 
一 革 巷 (人 广 ) 。 
让， 疙 fi，f2a 均 系 按 其 下 球 的 次 序 分 


别 对 第 一 、 第 二 个 中 间 变 景 求 导 函 数 , 忆 下 各 题 均 
同 ， 不 再 说 明 .。 
呈 一 下 和， 和 JJ 学 多 全) 


和 解 本 一 乒 《 和 区。 区 人 2 十 区 天生 《 攻 工务 此 了 
十 沪 z 了 了 sKCXX3 YERD)。 


将 六 [xz7， 了 人 人 和 了 了 23 拓 间 呈 


简 记 为 片 ，f72，7fs 以 后 不 再 说 明 。 于 是 ， 


人 一 及 十 ?用 二 32 -3 一 2 二 xz 


ax 一 


| 
司 3 了 


如 2 引 ea 1 有 四 四 
避 汉 2 一 /二 yp 十 zf 十 YY(F 十 732s 


十 yzf 2 十 3 及 二 sz 十 22 。 
由 于 三 2 一 上 2， 了 一 了 全 2 一 了 3 《以 下 各 题 均 
局? ， 攻 


局: 4 : 
一 了 人 十 2 和 十 和 32 了 ss 十 2282 


二 2232 六 十 2332 了 zs 


效法 可 求 得 


好 2 中 
疝 闵 节 


一 %3Faa 十 %22fys 十 32zfaa 十 2 2 sa 


一 其 32 十 党 2 局 十 X22F3s 


总 2 伍 


Jr 它 了 
加 世 一 多 光 3 了 ss 


955 


加 2 下 


rs 十 Fa 十 3Fsa 十 XJJ ET 


二 zs 十 X3zAFsa 十 Xe2 
一 %JF3a 十 %3z2 站 ss 十 和 天 2 十 2 


十 2X3z as 十 下 2 十 = 


名 JJ 蜂 民 
-2 和 二 xy 


= 下 昌 
总 2y729 上 二 xayzro 二 xs 


立 
5286. 设 呈 一 FACx 十 yxy)， 求 - 志 六 ， 


解 线 一 /二 ys。 于 是 ， 


2 昌 有 
一 十 si 二 二 2 全 二 蕊 3 


一 Fi 二 《2 十 2)F 1 十 xy 十 Fa。 


了 

5287 设 芋 一 7Cx 十 3 十 z， 忆 一 和 3 十 22》 生 求 Au 一 号 
加 站 2 疆 
033” 55， 


36 


解 -3 一 六 十 2x， 
侣 2 _ 站 直 中 也 
下 十 23YFia 十 2 2 十 2x 了 2 十 482 六 2 
一 了 1 十 和 xz 二 42 十 2F2， 
由 对 称 性 即 得 
2i 下 L 至 站 站 
二 4 十 4 十 27a， 


加 和 ， ， ， 
怀 一 了 11 十 生 z 半 is 十 4z2 了 za 十 2 。 


于 是 ， 


Lu 一 SF 十 45X 十 汪 十 za 
十 4 区 2 十 2 十 =2?F2a 十 6 产 。 


求 下 列 复 合 画 数 的 一 阶 和 二 阶 全 微分 (xy 到 = 为 自 
变量 ) 。 
3288. “2 一 F 拉 ， 其 中 主 一 X 二 了 ， 


解 da 一 PCDCdx 十 qd， 可 28 一 FitDKG 和 十 可 yz。 


5289。 4 一 关 ( 拉 ， 其 中 一 二 
租 da 一 下 (2 
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一 23- 
d24 一 fr Ca 


一 287 (SEC 了 2 _ 
3290。 一 了 (CAX2 十 人 2) 。 


区 中 区 十 呈 生 
人 


Cn 马 
da 一 Cd 202 十 产 7 。 必 多 加 导 xd20 _ 
《 色 2 十 多 2 人 
5291、zx 一 zt7， 半 中 了 一 xyz。 
解 da 一 六 (fyz 可 YX 十 2 人 站 十 和 3 
大 下 一 -站 下 人 届 衬 辐 天- 二 党 客人 相 二 芝 人 全 ) 


十 2 全 避 和 人 和 十 人 X 
5292。25 一 了 (x2 十 32 十 z2)。 


解 。 qu 一 277 《XXX 十 4 人 汪 十 GE23， 
过 2 二 向 二 2 
十 37 (YX2 十 可 yy2 十 这 zz。 
3293，4= js0)， 其 中 上 在 一 ax，9 一 吕 y。 


解 号 共 一 各 产 本 区 十 所 六 


三 2 在 一 吓人 丰 和 十 旦 直子 人 人 X 攻 必 十 严 2 子 可 YY2 


着 234 。 如 一 了 (他 ?， 其 中 到 一 时 二 区 归 一 广 一 了 
号 占 


解 da 一 让 CdXTTCY》TT 了 KGY 一 避 人 》9 
2 一 站 《dx 十 如 2 十 27 (Ex 
一 diy2) 十 了 加- 人 ax 一 ay2。 
35295，5 一 FE9)， 其 中 下 一 %y， % 一 六 
解 du 一 内 (dx 二 xd2 二 让 2 -dy ， 
2 一 dx 二 0 二 用 和 


外 
十 2 六 和 之 -和 一 2 < 了 2 


十 275vdxay 一 2 产 ， 人 一 和 ay _ 


3296。Y 一 卸 (X 十 多 二) 
解 cqx 二 CO 十 巧 2 
如 2 一 站 CdYX 十 本 93 十 27 (cs 
十 加 3 十 站 22 
35297 . 羡 一 产 (x 十 了 十 zxX2 十 22 十 22]。 


解 dg 一 门人 Y 十 名 十 葬 2 二 2 CA 全 入 


纯 3 


十 3dy 十 2d27 ， 
可 ?一 站 KG 光 十 台 攻 十 归 27 十 生 用 (可 
十 过 3 十 过 2 区 丰 基 十 3 可 六 十 可) 
十 是 了 多多 本 YX 十 尺 攻 十 交 党 23 十 立 关 2， 二 本 
卡 可 92 十 避 2z27。 


5298。 :一 上 性 ， 之 )- 


解 ”da 及 .33Y 一 2d 二 Fa,222 一 ?2 ， 


7 EE 


一 3 一 2 
本 2 一 站。 人 2 十 产 《2 了 2 


忌 


， 以 区 一 如 一 3 
十 2 和 他 区 一 池 2 3d22 


一 人 让 2 2 。 (2zG 了 一 2Z0C 


了 直 
35299 , 和 一 (Xisz7 基 中 天 一 二 之 一 四 


解 aa=( 厂 十 2 十 382 了 df 
达 z8 一 《FF 十 和 Fe- 二 9847 十 全 十 GE 
十 12fszs 十 272 十 GrayGrt2。 


5300 。5 = 产 (E 人 其 中 天 一 GXy 人 9 一声 放 才 一 C2。 
了 全 让 


拥 可 了 4 一 在下 这 和 十 在 了 2 可 人 十 六 cz， 
2 一 G2 Fr 2 十 下 2 产 二 全 ?2 十 FS- 可 2 


趾 2GDF adXGE3Y 十 2G0 站 az 汗 2Derasy gd2z。 


330T。2 一 六 SEE) 其 中 至 一 X 十 区 好 一 和 一 3 
二 一 27 。 


解 quf 一 2 六 KxdX 十 3037 十 2 2XGYX 一 39 
十 六 -KGYX 十 YXGE 3 

旭 主 和 一 各 十 尺 可 和 72 十 是 2 区 本 一 于 帮 汪 3 
十 atYCf2 十 2G 贡 2? 十 BT 2 一 了 2 村 加 2 
十 8 多 (xdx 十 3d3yOC3d2x 上 do 
十 BF 加 KxXGX 一 32C3DJCYGX 十 2 十 2 全 X2 
十 机 3 小 2 站 ageCXa 一 这 92 十 下 

求 us， 设 : 一 


3302。# 一 COY 十 局? 十 2 


解 攻 吕 一 了 (9《G 人 十 放 十 CE 《二 关 十 下 芽 二 d 
3 人 本， 一 了 人 2 让 3yCE) 。 


TO 


二 30 坟 ， 


3305 - 


解 du 一 (cdx 训 id 总 六 +ecaz) (59 和)， 


其 中 各 一 GX， 四 一 站， 攻 一 Cr。 
和 一 天 (二 分 7 ， 其 中 下 一 GiX 十 六 和 十 isa 
男 一 Ga 区 十 中 2 十 cz 志 一 和 3 其 十 放 3 了 十 Ca3s 


解 dm -| cdz+bidy+cadz) 总 - Tosdx 


十 5aad2 十 cad 克 证 《asgx 十 5edty 


本 让 让 (ED) 


-fax(e 总 王 十 苗 2 一 一 5 a +o, 总 ) 


二 dx +b: 计 十 二 bs- ) 


5 二 音 3 9 
+dz(c 训 +ca 晤 +ee 训 外 了 Cs) 


设 # 一 Fr]， 其 中 一 wx 十 35 十 2 条 了 为 可 微分 两 


- 次 的 画 灼 ,证 明 ， 


< 一 天 (7 


其 中 La 一 营 二 3 芝 十 -3 村， 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 


之 生 站 
和 革 一,55 十 fr 一 元 二 


六 之 四 
下 对 称 性 即 得 
这 3 - 2 汪 
二 一 FnD -3 抱 十 Fr 一 2 ， 
顾全 2 六 2 一 名 和 
3 村 一 各 Cr 2 十 CD 一 让。 
于是， 
3 


十 27 (rm 二 一 恶 (7)。 


5506。 设 和 口 为 可 微分 两 次 的 函数 而 刀 4 为 拉 普 拉 斯 算 子 
《做 阅 3305 题 〗 .证明 ; 
(at 一 Hp 十 Da 十 2LAKUDD7， 


其 中 dry 的 一 -3 ao Qu .92 十 -9 9 


ax ax 9y By dz 602 


_ 站 2C8D7 站 2KHD 和 2KCHD》 
证 <C8DD 一 一 二 3 十 3 


口 290 日 2 叶 日 4 可 9 
一 《3 十 3 十 2 37 


口 2 了 避 和 全 品 引 日 
二 (和 二 0 天 二 2 3 


下 站 名 


站 2 2.84 站 导 
+ (= 入 2 5z 3z 
Le 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


sg507。 证 明 ， 函 数 
8 一 in/Afx 一 0 二 CT- 5 
《oa 和 日 为 常数 ) 满足 拉 装 拉 斯 方程 
可 2 引 
35352390、 


证 9 aa 
日 X 【和 一 各 ?2 直 【3 一 再 795? 


问 2 和 4 【3 一 再)2 一 《区 -CS 


忆 X2 人 (全 一 全 72 十 《光一 盏 J 
由 对 称 性 即 得 
疗 三 下 《一 GJ2 一 y 一 而 ) 2 


33E TY 一 005TTY 二 573a。 
于 是 ， 


zt sz## 

3 

53508 。 证 明 ， 若 画 数 “一 4 Kx，23) 满足 拉 准 拉 斯 方程 〔 参 阅 
3307 题 ) ， 则 甬 数 


一 疙 。 


， 9 一 以 主 2， 二 于 了 
也 洞 足 这 方程 。 
T04 


、 加 苇 加 了 
证 设 上 < 一 3 人 一 则 oaKxy3》 
一 a8o。 从 而 


十 28 名 了 
十 泪 ， Esc 十 瑚 9， 
中 一 的 32 直下 rn 《9175 7 赴 2 后 -有 


十 者 和 十 二 ，990。 


YY2 一 X2 豆 区 生 
扣 % ExE 二 Js 一 他 8 :中 一 5， 


上 一 《和 入 一 《7 一 《六 一 一 后 ， 


3 一 《一 《一 各 一 一 (了 一 一 下 
于 二 《E 邓 》 十 雪人 《E 07 一 0 四 


< 人 gp 一 pz 十 oo 一 2 (的 22 十 下 人 (了 7 


TD05 


二 2 生生 十 下 站 
二 入 -1 二 旭光 放 2 填 让 
十 3289 一 此 ?十 起 必 一 禹 十 需 作 一 可 se) 


一 (二 全) 二 (2 = 0， 


芭 画 数 " 也 注 足 拉 普 拉 斯 方程 。 
55350939。 证明， 函数 
fx 一 弛 2 


工 呆 
是 一 一 一 -一 吃 1 
2GA7 


Csx 一 的 台 


.2 工 a -[ -一 立 _ 2 
证 到 5087 人 


， 和 

9 xx 一 PP 已 二 i 

日 站 本 GSE 7 让 
人 

局 2 做 了 一 


邓 汇 二 一 0655 4 -sx 一 22 一 2o2 | 


妨 2 中 
将 38 与 3 生 比 较 即 得 


了 1 后 


3510 ， 


避 t 天 
即 函 数 4 满足 热传导 方程 。 
证 明 : 车 函数 "一 xx 满 足 热 传导 方程 《参阅 3309 
题 》， 风 男装 
oo0) 
也 满足 该 方程 ， 


本 1 一 
证 设 双 一 mx 人 一 7 了 ， 此 函数 即 3309 题 
中 的 函数 4 滋 以 2 7  ， 并 令 b = 0 后 得 到 。 六 此 ， 
它 氏 足 热传导 方程 


令 兰 一 上 (3 一 芝 及 一 中 一 一 1 ， 刚 


人 2 


- 工 8 严 如 和 上 
且 症 0 一 9， 和 一 一 -于 ?人 一 1 昌 


由 于 2 一 zxii28afE 9) 及 2 一 G2a6， 走 


TB7 


和 一 友和 条 十 殉 。 于 本 十 共 0 了 
一 oza3a 十 由 | 全 -一 到 和 ) 二 azt 台 ， -二 )]， 
了 一 zs 
ou 一 友人 十 2 十 直 (72 十 双 店 “sa 
一 2 一 (Ta 


| 


四 4 __ 过 十 TO 哩 5 
本 CE 


将 of 与 证。 比较 即 得 


攻 一 G2oee 


即 函 数 ”也 满足 热传导 方程 . 
3311。 证 明 ， 冰 数 
一 工 
全 


( 式 中 了 一 YX 一 0 十 (y 一 5 十 (z 一 C)2 7) 当 m 夫 由 
时 ， 消 足 拉 疹 扫 斯 方程 


7 


证 “本题 证 法 与 3282 题 56) 的 证 法 完全 类 位， 只 要 将 
该 题 中 的 ,2 换 成 < 一，3? 一 bp，z 一 已 芭 可。 事实 


上 上 ， 
日 2 1 ，8C 人 -一 全 ?2 
一 一 3 十 和 全 2 5 
口 3 了 ，8TY YY 一 瑟 )2 
季 * 一 一 下 十 二 二 2 一， 
口 2 了 3 二 一 CC 
55 一 一 赤 二 过 -后 ” 
其 上 述 三 式 相 加 。、 即 证 得 
工 
和 (rr)-"， 


5512.。 证 明 ， 若 画 数 us=2xy yy2 满 中 拉 背 拉 斯 方程 〈 僚 阅 
33811 题 ) ， 列 函数 


2 2 下 
一 卡 坟 人 下， 号 这 ， 
《 式 中 上 为 常数 下 了 一 2 十 75 十 2 也 漠 足 该 方 
程 . 


设 S=SCxyy,z) 一 二 ， 则 由 3282 题 (67 知 


< 本 一 Sa 十 汪 二 一 0， 


了 0 


TI 


(S5724(S5 2L(S: 2 一 上古 =S4- 
有 5 一 一 着 一 一 Sax， 3 一 一 SS3 = 一 32。 


1 2 下 2 
记 吕 一 了 代 下 7 


一 吕 六 攻 古 2 人 2 上 2 全 2 下 2 宁 2z)》 
二 
于 是 ， 


. 大 一 丙 5 十 本 4 .3S2 。 
注意 到 下 :和 严 s 也 是 自 变量 x,y,z 和 中 间 变 量 s 的 
函数 ， 即 得 
一 二 
由 对 称 性 得 
一 
向 2 
于 基 ， 


cp 一 《局 上 五 几 十 五 站 十 本 和 《 且 二 十 六 六 十 可) 


十 1aCFes-Sy 十 瑟 和 :S; 十 正品 S3) 
十 Fier| 5S552-+《S5)2 二 CS50? 站 ， 


显然 第 二 个 揪 弧 为 等 。 也 不 难 验证 第 一 个 括 弧 为 零 。 
事实 上 ， 


下 ar 于 五 四 于 五 攻 一 SC 十 培 十 4 一 D， 
现在 来 计算 最 后 一 个 插 弧 .注意 到 
六 zs 一 2 天 2 全 2 381 十 2 下 2 人 2922 十 二 2 全 3 
一 32aus 十 23 芭 和 二 22z07 ， 
即 得 
了 SCSs 032 十 KSy 2 二 《3 72 一 《So Sa4 
一 《十 Sr 2751 
一 《由 十 2XwWx 十 2707 十 22r 7 和。 34 


一 六 13 十 吕 和 全 4 5 十 旦 和 富 40 人 二- 2 10 7 KI》 
面 
2 五 从 - 交 十 五 8 十 本 革 .3 ) 


了 了 了 


TT2 


2 全 芭 78 一- 交 ? 多 二 风 号 到)387 《一 瑟 ?J) 
二 So 雯 一 全 22 
一 一 2983X (Sm 5 一 29s5yKSrmy 0 一 29352 (Su )5 
一 一 239x(ro- 十 辣 如 2》 一 2 全 2 人 efCzo 
二 本 一 2S52 ft 十 二 0 了 
一 一 宙 s 《2Xzl 十 了 JU 二 832 》 一 2S4rDo 
一 2 4 是 一 六 23 0 
一 一 号 40s 一 2YX4zb 一 2 一 32 4 {2》 
比较 《12 式 和 (237 式 即 纤 第 三 个 揪 弧 也 为 零 。 和 于是， 最 
后 证 得 


cp 一 眉 
证 法 二 


全 2 和 3 
本 题 也 可 直接 求 出 站 5 吕 y2 百 2 进 责 证 得 


和 用 3306 题 的 结果 即 得 


三 口 23CtE1 ,ata) 器 2H[1 Harta 
和 Mo= 划 了 志 十 3 


十 人 2 | 十 aita， 13)( 二 } 


3 全 af ) | DRKCrT fa sy 
ax Bax 避 y 


3( 二 加 
四 村 十 QHCEisEasfs) 2 ] [1》 


口 之 

为 书写 简便 起 见 ， 记 udf ytayts) 一 4。 分 别 求 ax 及 寺 
对 xx、 yz 的 一 阶 偏 导 函数 ， 

QU 3 (一 

蝇 芝 -3 

_ 22 了 2 OU 2YX2z 
间 六 222 
则 六 - 了 


人 交 二 2 ) + 六 


笃 一 妇 [ 眉 委 以 一 卫 党 避 中 
他 > @fa 人 Qtz 


人 


了 了 子 


下 了 学 


一 一 一 一 之 ， 

好 其 护 下， 名 光 六 

于 

arT) = 

DGz Ps 

有 从 而 得 
已 2 本 癌 2 人 4 7 一定 品 
一 ) 7 
。 2 区 风 四 ?8 一 32 天 = 过 
《一 人 ) 于 Of 1Gts 
ee 一 92XY4 一 44XYr2Cr2 一 人 YX2) 

下 和 闻 


于 形 4， 站 2 由 区 王 二 2) 二 站 3 六 (-2 旨 


agri 局 了 ” 


于 玉 一半 2 ) 攻 一 乌 2x 


wy 和 av 
十 真 训 [二 2 一 人 2] 


一 
二 as 5 人 2 一) 了 
日 2 2 
十 5， 一 2 Na 2 


十 下 3_ 下 3 一 2 一 428 2 一 3222) 
rs 


2 


2 [3 2 
5 人 + 3 


0 


有 92 | 一 22 一 4 一 322 ] 
站 # 六 -二 


二 村 避 壤 (一 2) 二 和 (于 二) 


刀 faaQti 


加 ?8 立 or2 ] f 和 一 吓人 
十 可 2 信和 ) 如 六 


2 站 名 一 立 3 站 一 全-r2CY272) 
士 扣 避让 寺 入 -名 


+ (一 2)+ 5 


口 ft 5 


.2 引 7 22) | 222 ) 


> 上 | 二 22 一 全 一 393) 
十 吕 吕 13 入 上 


口 224 全 站 马 区 之 
一 下 4 一 
眉 22 如 F 所 7 二 十 浊 3 


(下 一 2 


二 下 ex . -ameerccae] 
如 tt 扩 昌 


了 了 3 


了 了 看 


六 24 bb 下 站 上 和 呈 条 和 
二 各 8 日， ) 十 与 辣 信 7 ) 
十 半 * 人 ff 一 人 2 2 

126fs 


蕊 Ra 总 寺 本 


十 厂区 (一 站 ) + 过 -3 2 


aa 了 一 一 22- ) 一 3 和 一 22 ) 


问 研 
2 al 「 一 22zr4 一 4305 《一 =-22)? |、 
十 放 上 
- 工 
0 
Dxw*Dy” az ex ”9y ， 
加 ?下 局 23 
肥 5， 王 75， 合并 音 ， 并 注 
意 到 
工 \、_ 日 ?4 2 82 人 
和 (71) 0 及 可 开 十 订 生 十 证 一 0， 


及 = 革 改 ， 可 2 疡 2 所 可 和 
“一 TI 十 导 玉 十 与 用 


2R2 已 全 疡 革 局 世 
《> 二 了 十 =3) 


] 
站 2 刘 呈 大 癌 生 
十 9" 2373 ja 0 
习 主 二 交 
如 丝 Ga 
二 中 3 0， 


上 式 说 明 函 数 "一 2fKx，y，20 也 满足 拉 准 科斯 方程 。 
35315。 证 明 ， 函数 - 
Ce 二 ae 
扩 
《 式 中 了 一 /Xi 十 YE 十 zs 及 人 Ca 为 常数 ) 满足 
爱 尔 水 龙 尔 花 方 程 


Worceromwoeorveveoer 


中 


贴 有 
到 一 人 1 十 对 :二 ， 


了 了 了 


- 兰 + 加 一 如 (志士 人 


一 xzo-( 声 二 和 二 xz . 革 


-的 + 司 )-( 寺 +) 


一 2 人 ( 包 + 下 二 9 362 一 - 志 - 生 | 


利用 对 称 性 ， 即 得 


证 五 一 一 G， 周 a 一 二 ee 财 上 述 证 上 明 ， 有 


< 一 户 z 册 二 他 2o0 。 
于 是 ， 

-4 一 LICi 二 Co 一 Cu 二 Cuw 

一 他 020 十 全 2G2 罗 一 好 ?村 ， 
旭 
< 一 加 2 
5314。 设 画 数 si 一 《Yo yy2)? 及 ta 一 sekxyya2) 注 足 拉 普 拉 

斯 方程 Au = 0 .证 期 ， 函 数 

几 一 人 1 区 和 吕 ] 直 攻 区 2 十 和 十 各 2) 扩 2 汪 和 ys 忆 ) 
满足 二 重庆 各 方 和 


， <(CLAo= 0 
证 ”利用 3s06 题 的 结果 ， 即 得 
人 op 一 -ri 十 (xs 十 92 十 z2)As 


上 aa Kx 十 3 二 8 十 2( 22.9u2 
问 基 


.aa 9ta 
十 2 5 了 十 2z 了 】 


一 | 品 zz2 8。 刁 荆 
6 十 杀人 二 全 全 十 2 。 


重复 应 用 同一 结果 于 -fo， 得 


< 了 (四 一 6 十 4zA 32s ) 二 3 3 ) 
40) 


立 
3) 


十 


直 于 


AS = 一- ta 


癌 3 


十 部 as( .Sea 2 ) 


一 呈 (32 站 238 .加 244 一 - 辣 
Gxa 3 


< 3 ) = 0 ， LA( .Se ) 一 日 ， 


了 了 9 


5315 . 


了 3 


故 最 后 证 得 
LIoD 一 0。 


名 和 日 
(e+ 十 了 3) 了 Cx，2:2) 


一 全 《人 一 17 和 一 和 -13 区， 妈 ， 达 )。 
证 ”证 法 一 
根据 齐 次 函数 的 定义 知 ， 函 烤 jx,y， 2 满足 
Citytz] 一 加 六 (X 32)》， “12 
在 (1) 式 两 端 分 别 对 + 求 次 导数 .首先 考察 马 二 .让 
求全 导数 的 公式 知 
好 一 7 二 2 


写 BF 
这 全 区 站 ”和 CC3t》 


_Q7 
二 了 可 (0 


or a B 
的 xy 


cs error 口子 
区 = 章 ( 人 )= 过 > 可 CXH3 全 


-af az 
十 了 这 机 73 十 < 


+yj= 十 


9 9 as 
5C3178C 十 了 泊 开 二 二 23003057 | 


十 守 


af ，， asf 。azf } 
寺 元 贡 + > CT 亲 十 356 纯 和 


怠 
本 
+ 
多 
和 
SR 


va 了 
2 3 了 


az 全 2 大 
十 223 53 十 230397SC2E7 


as 
村 22X CC 


一 加 (> 间 二 十 3 十 > 呈 ) 7Cxsyyz)。 


一 般 地 ， 由 煞 学 归纳 法 本 得 
deF "了 
了 > Ceiy。 “ac1DDU 492 2 日 C2 oa 


可 十 2 十 3 一 岗 


一 和 (xx 十 了 三 了 十 > 了 9 1 了 (xyy2zD)， 《22 


其 中 总 和 和 是 关于 al 十 ax 十 xs 一 庆 的 非 负 整数 =，aa， 
as 的 一 切 可 能 组 合 而 取 的 ， 旦 


站 一 一 mi 


主 区 站 下 名 CIRC 
而 417 式 石 端 对 上 求 于 钦 导 数 ， 得 
[多 2 一 帮 一 )oC 玫 一 3 
十 工 ) 扯 和 2 《37) 
比较 (25 式 和 (3) 式 ， 令 # 一 1， 即 证 得 


局 个 站 、 
kx 3 于 了 十 = ) 上 《人 本 


了 32? 


一 -大 《人 一 了 7 人 9 开 一 隐士 天 CE， 4 2 
证 法 二 
站 mm 一 1 时 ， 山 直 
下 (人 汪 。， 下 2 一 下 下，。， 2 
两 端 对 上 上 求 时 ， 可 得 


加 FI Tt 二 WHY 
ET 局 《了 和 了 
站 站 (和 下 本 了 2 
十 2 CE 
一 Yi FOX (te DO )》。 
他 + 一 1y 即 有 有 
日 局 Dir 
(xz 沪 + +z 汪 ) 7=o1。 
著 m 一 2 上 时， 由 3234 题 的 结果 庆 
站 avze 
(* 芭 + + ) 拖 一 伍 (从 12 子 。 


在 32383 题 中 已 证 得 Ca ys27， 有 《X。， 3，2)， 
7 (xsyy2) 为 (6 一 1) 次 的 放 次 函数 。 

今 设 由 一 & 一 1 时 命题 为 真 . 对 发 ， 力 ， 广 用 散 
学 归纳 法 指 候 证， 部 

(z 训 + 是 


也 人 


== 《1 1 工 3CN 一 2 1 7 六 ， 《47? 


局 外 眉 

(z 澡 +>+ 汪 ) 本 
一 (一 】 人 1 《5 

昌 ， D ， 

【> 可 并 3 下 
一 《一 TCR 一 人 (一 中 十 1.77 。， 《67) 


将 4 两 端 乘 以 x ，(5) 式 两 端 习 以 ，56) 式 两 庙 雏 
以 zz ， 然 后 相 加 , 即 得 


(* 训 + 训 + 二 ) 下 


一 《i 一 1) 人 竹 一 ) 《7 一 二 十 D(x 


二 zj 攻 放 9 是 


十 > 了 


一 下 天 一 7 二 一 2 《一 上 玉 十 12 有 7Xy3 2 。 
了 下 当知 一 时 命题 也 为 真 . 
于是， 命题 对 于 一 切 自 然 数 m 为 真 ， 即 
(zx 部 + 二 了 
一 二 (一 1 (和 一 请 上] 了 。 
5516。 若 


了 2 隆 


2 一 si 十 下 siDY 一 siny)。 
其 中 子 为 可 微分 的 画 数 . 简 如 臣子 


sex -seey9z。 


和 解 seexS2 二 seey32 一 secxaosxe 
十 secyefeosy 一 cos4s7 


一 大 十 1 一 六 一 1 ， 


即 
seex3< 十 secy 呈 一 1 。 
ast 了 7。 证明， 函数 
-人 
《其 中 了 为 任意 的 可 微分 画 闭 ) 汪 是 方程 
x-3 十 2233 和 一 Hz。 


天 -的 


-2 的 
一 mA 一 zy 


刘 


T24 


问 2 DOz 
怕 二 27 可 7 关 之 。 


5518。 证 明 ， 
3 一 3 一 3 
《其 中 了 为 任意 的 可 微分 函数 》 满足 方程 
33 十 xy32 一 xz。 
证 33 二 xy32 一 2v2xy7 十 zw 
一 232 了 一 %yF 一 > 
到 


32.32 二 3 一 xz。 


5519。 若 


_ 工 .di .1 s 了 2 
蔡 一 3 人 侣 所 《3 十 十 到 X2 33 


七 捧 光 一 敬一 区， 
式 中 了 为 可 微分 的 务 数 。 简 化 式 子 


解 如 一 二 一 二 xzC3 士 六 上 xyz 一 上 一 广 ， 


号 


T23 


站 2 看 
和 将 上 上述 三 式 相 加 ， 即 得 

DB ，i ， az 

0 

5320。 设 ， 

区 2 汪 昌 区 。 和 2 一 其 之 32 一世 
政 

FICX 3 了) 一 百 人 了，z》。 
证 明 : ， 


汪 站 十 和 天 二 之 下 一 持 下 十 可 克 5 十 可 下 2 、 
证 抬 吃 补 廿 当 作 自 谈 量 2) ， 页 
打 一 搬 大 十 让 十 和 
中 一 了 
到 五 2 一 外 站 2 十 丰 有 和 于 站 
将 上 述 兰 式 相 如 ， 得 - 
和 有 寺 如 十 现下 和 二 《2 寺 了 区 十 到 后 天 
十 《0 十 1 十 2 


站 


十 223 十 到 2 天 。 《1) 


由 题 设 得 2x2< 一 0 。 因 为 x 不 全 等于 零 ， 泊 以 -9z 


_， 到 ay-0. az-0. . 
一 9 同 半 可 得 5 一 0 ,8.9 
再 击 题 变 ， 得 
xy ax 个 3 
2x 一 2 2 一 到 ， 23 百 一 节 ， 
加 3 站 z 避 了 
23 可 河 二 Hi 2 一刀 2 一 


将 上 玉 结 果 代入 《1 式 ， 得 


:十 o 析 ;十 四 FL 一 (am 十 2 9 
二 四 人 3 十 生 
bz WHY ra au， 
二 十 吕 ) 下 + 加 二 本) 
一 Xfxs 十 3 十 2 六。 
加 


和 于 芭 忆 5 一世 十 和 站 十 z 产 。 


*)》 胡 昌 把 <*，3?，2= 当 作 自 变 量 ， 也 可 以 证 明 本 题 
的 续 果 . 
假定 任意 函数 p,y 等 等 为 可 微分 足够 多 次 的 函数 ， 


了 7 


验证 下 殉 等 式 ， 


3521-。 3 一 一 Xe 一 0 ， 落 z 一 9Cx2 十 3 


9z _ 和 四 羡 2 
了 一 出 2Y 罗 十 2) 


必 


92z _，， 人 3 
YY 盏 放 一 必 2 的 六 十 337， 


新 以 
yo 
53522， 2 一 xy3 十 3 一 0， 若 = 一 和 十 os。 
证 2x2 2 一 sy 二 2 一 2 sj 
一 2 [和 xprxy] +ya 一 0， 
可 32 李 。【《 忆 :9 3+zy 和 一 xye 荐 zerp(ye) 


于 卫 


证 《xx2 一 光 2 ?3 三 十 xy 3 一 (x2 一 22》 Gy 2 ez 到 


， 久 卫 : 
二 xy 有 十 ez -[s :ye 2 
了 


2 
5 “ 塘 +oy 六 +0 吕 -和 ee( 芝 三) 


侣 
T 2 


5525 


5526 。 


证 3 二 ay 二 月 3 一 0 一 Cn Op01 


一 月 weg2 十 寂 929 0 十 孚 zx 0 
一 具 和 "的 汪 开 和 。 


it 问 引 口外 一 导入 
x 和 二 > 十 2 二 :车 


一 lnx 十 xe( 过 ， 三 )- 


、 QU 六 4 
证 “3 一 X 二 lax 十 -汪汪 x9p 一 304 一 292， 
> 向 一 冯 2 Lnx 十 py ， = 吕 一 一 <lnx 十 z9p8。 


将 上 述 三 式 相 加 ， 即 各 


问 20 局 2 下 


32 


如 2 科 全 
证 本 一 妨 2 的 站 十 算 丰 7 ， 一 光宇 十 李 2 


车站 一 反 ECX 一 时) 十 中 Cx 十 Gy 。 


将 上 上述 二 式 出 较 ， 即 得 


加 人 2 下 z 避 3? 量 
7 下 
避 22 2 中 人 
325 2 .537 十 52 一 0， 着 


了 人 乡 


5528， 


了 T 了 让 


一 XPCX 十 DID 十 和 听 ( 十 见 》 


9 引 1 站 
证 这 一 则 十 也 站 :二 Xp1 5 
空 
9- 芝 一 于 了 站 17 
局 中 一 把 f 二 证 十 3 十 2 和 
DXGy ” 
局 2 中 
3 一 所) 
《1) 一 2x(K227 二 532， 即 得 
个 3 到 避 宇 和 避 ? 引 
2 心 澡 电 fa 一 0 “ 
多 3 2 罗 .9 一 


“一 9( 攻 二 MK 芝 ) 
证 扩 一 9 七) 为 堆 次 齐 次 本 数 ，oz 一 和 ( 演 ) 为 一 


次 齐 次 函数 . 由 3234 题 的 娃 果 〔 对 于 二 元 更 成 立 ) 
知 


(zx 证 2 2 一 个 ， (z 旺 +y 间 oa 一 0， 


于 是 ， 


2 品 2 直 站 2 引 2 局 2 了 


尖 瑟 到 十 23X3 一 一 一 -了 3 十 峭 可 9 


=(> 训 ET) ka 二 ma) 


癌 ] 
(x < 训 7 oa 二 (二 入 2 


一 0 十 9 一 0. 
注 . 也 可 不 引用 3284 题 的 结果 ， 求 出 偏 导 涩 直接 验 
证 。 

5329， xz 和 & 十 2xe 5 十 92.92 引 3 =ncr 一 1Ja， 若 


9 人生 )( 公 )， 


证 生 一 xg{( 之 ) 为 关 次 齐 次 函数 ， ta 一 二 ( 之 ) 
为 1 一 j 次 齐 次 阴 数 .由 38234 题 的 结果 知 


《zx 了 闻 十 7 1 一 FE 一 1)21y 


(> 站 ) ua= CI 一 DG 一 2 一 1)ua 


一 帮 人 从 一 上 ?24 。 
于 是 ， 


2 负 2 坏 总 214 2 20 
5 5 十 史 395 


一 (zx 十 2 溃 ) Go 十 四 > 


可 5 。 


一 拓 K 和 一 了 (1 十 站 > 让 一 荆 ) 下 。 
值得 注意 的 是 ，3328 题 由 为 本 题 的 特殊 情形 : 


区 站 。 


吕 H 外 2 了 站 中 品 2 生 


3X DxBy 避 y 号 YX5， 车 89 十 20。 
仿生 Ga 

迹 5 一 9 9 
口 4 下 一 虽 星 
ay 4 了 旬 

于 古 ， 


困 逐 次 微分 的 方法 消去 任意 函数 呈 和 见 ， 


53551，2z 一 交 十 名 CCxyD。 


535352。 


了 了 了 


-92 站 侣 2 一 时 
和 解 可 1 十 321 37 一 29 7 。 
于 是 ， 

问 z 9Dz 

六 一 
z 一 %9 人 35) 

.9z 一 攻 92 .222 
和 解 9 二 39 3 一 人 
于 是 ， 


避 z 2 了 2X2 站 上 
2% 十 了 六 一 2 和 杀 二 -3 9 一 了 了 9 
一 了 Xi 的 一 22， 
邵 。 
加 2 GDz 
2 十 7 二 2z。 _ 
3 本 3 本， 宇 一 人 CAX2 汗 区 荆 了 。 
解 GDz 3 2 Je 
YX Ai2 十 区 
于 是 ， 
DOz oz 
了 百 交 “3y 一 0， 
834 2 一 的 一 区 一 2 。 
at rr aa 5 7 68 
解 泪 =o0， 汪 一 一 oo 
于 大 ， 
Ga ai on - 
ax75o5+az 一 0。 
一 癌 由 
33535 。 + 一 中 了 ， 之 ) 
Go eu 1 ， 
解 站 六 人 5 一 证 归 十 本 风 23 
pt 1 
2 


了 3 子 于 


于 是 ， 


， 避 生 


dr aa 
3 


十 2 二 一 信人 。 


二 了 yy 日 = 


*) ”注意 到 po( 卫 ， 冯 ) 为 替 次 齐 次 函数 ， 本 题 即 3315 


题 的 特殊 情形 。n*= 0 。 
33386 。 一 GCCXD) 十 则 CY)。 网 


如 
和 解 可 宅 一 罗 《3%7， 于 是 ， _ 


D3s2 
各 区 站 了 0， 


3337 。 一 03) 。 


.9z 。 or 9z -or azz or0by 
子 是 ， 4 


”二 


?zz _ az 9z 
Dxey gx ay 


5588。z= 一 Kx 十 3 十 出 (x 一 3 了) 。 


妆 


解 村 一 人 十 灶 ， 汉 一 旬 一 册 )， 


卫 宁 二 
二 一 的 8 十 由 ， 


于 是 ， 


局 2 二 
?2 


一 9 十 则 7 。 


了 子 可 


3539、 = 一 seo 本) 十 2 下 (本 ) 


解 ” 注 意 到 函数 = 为 一 次 齐 识 画 数 ， 由 3315 题 知 


5540。，z 一 2(xy) 十 由 过) 。 


解 设 >=pxy)， 则 出 3331 题 知 


Dzl az 
3 


一 遇 。 


- 又 “za 一 茂 六 ) 为 零 钦 齐 次 函数 ， 且 函 娄 


3 


zs 口 zs 
于 [x 3 一 电 5) 
是 等 次 齐 次 国 数 。 椰 是 ， 由 3315 题 知 ~ 


生 玫 子 


局 红 Gu ， 吴 器 辽 z 
5 ?3y 
日 日 z 时 冲 
十 y 可 六 (x 日 区 一 
2 2z 加 ?2 加 32 
一 二 囊 X 日 Y 包 风 十 %3 三 YX 
一 yoz 他 2 
局 久 如 另 2 
加 2 向 2 之 zz yz 
一 全 7 局 3 十 区 再 83 
硕 得 
可 ?过 操 2 站 之 四 z 
王 _ 中 四 一 一 -一 
避 和 2 了 站 人 2 二 芝 避 癌 ?了 7 0 。 
3a3541。 求 函数 


一 其 一 区 
在 点 噶 (6a,l) 洛 与 Ox 辆 的 焉 向 组 成 和 工 一 邱 "” 的 方 
名 了 六 的 导 函 数 . 


一 .一 
F 7” 癌 4 二 


解 ”水 


了 和 看 


353542， 求 函数 


534S。 


2 一 %2 一 交 人 二 3 
在 点 好 (117 漆 与 口 x 畏 的 正 向 组 成 习 角 的 方 血 了 上 
的 导 盖 数 . 在 怎样 的 方向 上 此 导 男 数 肥 :; 避 ) 最 大 的 
值 : 《6 最 沙 的 值 : Ca 等 于 ea 。 


蛋 了 5 | 
一 | 一 一 ”一 一 -一 1。 于 本 
解 5X | 一 1 器 当 jy 是 


9z aa ==-CO5 人 二 Coaf9 和 2 一 次 一 0 人 -上 si 工人 巡 
吕 f 1=1 


一 AASEasin(a 十 过)。 
Ga) 当 sin( e+ 生 ) 一 1 即 < 一 半 时 ， 让 最 大 


。 如 5 本 全 了 
《 避 7 当 sin( < 十 过) 一 一 1 ， 即 4 一 人 时， 开县 
\ 


时 ， < 一 0。 


一 ]maKX2 二 光 )》 
在 点 型 ofCxo，J3o) 沿 与 过 比 点 的 等 位 线 成 牌 直 的 方向 
上 的 导数 . 
短 ”与 等 位 线 垂 直 的 方向 即 梯度 的 方向 或 与 梯 度 相反 


了 可 7 


的 方 庙 .于 是 ， 


| -3 一 十 [grad ?| | = 


= 上 W( 呈 +( 冯 ) (3 | 


2 所 空 各 2 一 2 
一 上 上 VWY ( 二 汪汪 ) + + 二 ) 7 
53544。 求 本 数 
衬 也 
2 一 1】 一 2 十 不 ) 
可 五 32 32 
在 点 M (二 于，-7 全 ) 沿 曲线 次 十 萌 一 1 在 此 点 的 内 


法 线 方向 上 的 导数 。 
” 坤 曲线 扫 十 缮 ~ 1 是 函数 = 的 一 条 等 位 线 ， 随 着 


2 2 的 绝 车 值 增 大 ，z 是 凑 作 的， 因此。 昌 煞 的 内 法 
线 方 向 即 梯度 方 向 。 于 是 ， 


= 六 一 |8racfz| 


一 六 2 二 fae=- 0 ,507。 
旺 ， 


5545。 求 函数 


嫩 疾 加 玉 要 


了 子 慑 


在 点 M(1,1,1? 沿 方向 | fsosa，ceag8，cos 中 上 的 导 
数 ， 函 数 在 该 点 的 梯度 的 大 小 等 于 甚么 ? 


解 绊 | 2 一 603 颖 十 ps 及 十 op。 
| 
( 沾 ) 问 和 2 
srod | 2 :1 V( 中 ) +( 呈 ) 后 
一 /3 如 ， 

5346 。 求 函数 一 
--- 工 
各 一 人 


《 式 中 r 一 AAA Xe 十 中 十 忆 2) 在 点 ao 《XYoy ns2p》 处 


梯度 的 大 小 和 方向 . 
G 
解 站 和 闻 呈 63 信 且 ? 析 人 站 可。 于 是 ， 


-总 并 吉 x 一 一 志 《2 十 3 了 7 十 2 


或 简 记 成 
srad 2 一 | 一 芒 ， 一 专 。 一 千 
在 点 M。 处 的 梯度 为 
sedo 误 ，- 洛 ,和 


其 中 ro 一 到 干 妆 十 芋 。 从 而 得 
lo VY(- 冀 ) + 一 癌 ) (全 


T 子 儿 


AL 
人 SETGCC 下 we re 一 一 2%o， 
1 人 
7 
人 0 
折 
SB 过 一 也 一 一 二 ， 
站 
7 
它 和 0 
个 
加 s 征 GT 可 入 2 一 一 ”9 一 一 全 
站 
f 各 


53547 ， 求 函 效 
旦 一 汉 夺 十 %2 一 2 


在 点 4(e,0:07 了 及 瑟 50,8:0) 二 点 的 樟 度 之 间 的 角度 
解 Srad 4 一 | 党 ,到 ， 3 一 人 xz， 2yy 一 2 了 车 


以 grcdsa 及 grad 地 分 别 表 示 在 媳 点 及 了 吾 点 的 梯 


麻 ， 列 有 

SG 攻 中 1= |28v0 0 ，BErad ua 一 10，23 0 。 
由 于 

SrQ 人 MBETGU 1 一 2 0 十 028 十 00 一 和， 
故 知 


Srad rt Braec uay 
中 在 点 如 及 点 召 二 点 的 樟 庶 之 问 的 夹 角 为 
149 


《Er 2 人 rad 367 一 可 。 
5848+。 在 点 Mi1:2.2) 处 ， 函 数 
芷 一 区 二 十 对 
的 椭 麻 之 大 小 与 函数 
由 一 区 十 十 了 十 D.001 sia (109 呈 AAA XE 十 5 十 2 

的 磋 度 之 天 小 相差 若干 ? 

解 greda 一 上 ,1, 了，|grad 二 一 人 吕 。 

人 太一 证 十 %8 士 32， 出 


宇 一 1 十 1000 悉 cos(104p8?， 
aa -1 1000z 之 cos(108 
订 一 工 1 改作 向 到 sosf 了 站) 
5 一 1 二 1000m- 之 cosK109zrr)。 
必 之 节 
在 点 Mi1,2,2) 处 ， 
8 - 1000 + 1 = 2000E， 
回头 3 
Don ”2000 2000 
了 一 一 让 士 1 工 空 间 
an .2000r 1 1 ww 2000z， 
局 2 也 邓 
本 LA 2 2 
1 erad m| 1000< 站 (二 ) + (二 ) 十 2 ) 


= 站 各 中 贡 。 


T4T 


3349 . 


于 是 ， 两 梯度 之 大 小 查 状 为 

[有 FrGcE 到 | 一 87EC 下 | 妆 100 有 二 一 吾 入 3 和 0。 
证 明 ， 在 点 李 nfxos3os2o3 处 函数 

全 一 如 属于 和 入 2 十 和 它 世 

及 
姓 一 妇 光 2 十 自 条 2 十 让 2 二 -天 二 和 让 二 直人 
《aspectsnys 为 溃 数 旦 sa2 十 92 二 cz 志 0) 二 者 的 榜 
度 之 癌 的 角度 当 点 果 。 无 限 远 称 时 和 趋 于 零 . 
证 ”本题 的 题 设 条 件 “ 点 Me (xze。，3oszo) 无 限 远 移 ” 
应 理解 济 “xo 一 ceo，q3oeo，20 一 ce 同时 成立” 《此 
时 、 (axo75 于 (pyo 十 《csoyz 十 coy 百 则 ， 本 题 的 
结论 不 成 立 ， 

显 胸 有 

SrTGd 8 一 和 2Gxo2D3ox2czo ， 

ErGe 中 一 24xXo 十 218 2DYo 二 282Czo 十 2 所 | 
人 惟一 Go 月 一 记 yo 一 Czny 

嫩 1 一 GXo 十 天 一 诡 二 说 * 有 :一品 3 十 壮 一 月 十 和 1 一 za 

十 是 一 了 卡 声 。 

于 是 ，sgrodau 与 grad 5 的 洋人 角 0 满足 


Ca 十 有 Bi 二 ?yp _ _ 
WCG 十 司 十 ?Wi 士 语 十 了 


gs 可 一 


或 


sina2zEe 一 1 一 5o5sz2 全 


一 《22 十 右 > 十 72 KG 十 甩 ? 十 划一 《cas 十 月 9 十 让 32 


了 了 


《ce2 十 证 ?agei 十 it 十 ?1) 


月 一 到 1 肌 ) 十 (api 一 cp2?2 十 (站 1 一 月 7 
加 《az 十 吾 2 十 ?2 多 们 让 十 问 和 十 3 


《VC 一 靖 8 二 《Ka 一 到 7) 十 (和 碳 一 3738 
《22 十 月 2 十 只 生 CE 十 用 十 ?3 
令 和 一 rpqxfexoi jpyol，|ezo]7 
一 mast1ail，| 5, 19212， 出 
G< /TEATRETTi<SA/ 本 6 
于 是 ， 当 /az 十 厅 3 十 ?5E-> 十 co 了 时 ，6-~ 十 co。 
再 令 g 一 fax | 全 | ， 13 ，[ 在 17， 则 下 述 丰 等 式 显然 成 
了 这， 
| 和 人 一例 朋 7 十 《和 直 它 一列 7) 十 (了 月 一 9 
0 xs 十 厅 十 75 ci 十 弃 十 ?了 


过- (29067272 十 《296)2 十 (2997 
个 2 矶 2 一 - 丰 人 加 一 828》 


1】 宫 
一 更 二 0500 《 当 6->~ 二 ce 了 时》 四 


于 荐 ， 当 wa 十 压 十 ?5 一 十 co 时 ，sin2g 0， 即 将 
AAas 十 奋 十 证- 一 十 co，8=0， 证 毕 ， 


5550。 说 4 六 >，392) 为 可 向 分 酚 次 的 函数 .车 cosa, cosp， 


cos ? 为 方向 ! 的 方向 休 纺 ， 求 3 关 一 六 (39 


癌 呈 日 如 
般 了 一 cos 和 十 本 了 它 癌 自 月 十 可 93?， 


了 隆 了 


本 cos yeos a 
(sosa+ onp+ co yeos8 
2 
一 2 cos 习 十 3 ng2 孚 十 人 oss 和 
十 2 0 oos aeos 用 
二 2 Sos 月 cos 中 十 呈 Cos 中 co03 人 。 


35551。 设 4 一 大 2 92 为 可 薇 分 两 次 的 函数 及 
fjeos alicos 间 oosyrlzjicos ccos 间 cos jz 
1 feos wsyees Beos ?| 


为 三 个 互相 垂直 的 方向 。 证 明 : 
昌 3 2 各 
co (3) (这 ) 这 


好 -3 站 台 
-( 晤 六 +( 品 ) + 有 放 


站 ?8 2 2 站 2 下 


5 十 证 人 一 十 可 十 5 


下 间 放 


器 衬 只 
证 Ca) (让 ) +( ) + 人) 


了 j 妈 


= 于 (3 sos 机 cos 有 十 32 oos 3 
让 吧 圭 


站 站 届 于 


十 2337 瑟 eos aicos 局 
多 并 
十 2 科 他- 天 2 Cos 
十 2 3 .Teos Tricoa Cj 。 攻 1 3》 


和 由 于 1: ,1a;fs 是 互相 重 直 的 三 个 单位 矢量 ， 
故 


时 呈 
了 ，pes Gieos 有 一 0。，> cos 有 icos 入 一 0y 
证 工 1 


3 coa yiCos Ci 一 人 0 


+ 一 二 


g 如 
了 ,os2 人 一 1， 了 ,es2 牛 j 一 1， 


1 亚 工 1 到 荆 


S 
了 cosa ji 一 1 工 。 《27》 


+ 一 了 


将 上 上 述 诸 等 式 《2) 代入 《1 式 ， 好 得 


了 了 本 


吕 和 2 7 本 3 : 
人 六) 二 (5 天 ) 二 (汉人 


总 匀 好 盖 ， 
5) 让) (党 ) 


“6) 利用 3350 量 的 铸 果 ， 得 


M。 
马 | 怠 , 
We 
洁 。 
网罗 和 
” 总 | 台 / 
已 

到 

六 

全 

ID 

tw 

全 


纪 
十 2 5 coa cicos 向 


3 、 
+257 3 了 eas 肌 ienos 1 
| 
弛 
十 凡 x 记 四 3 1GDa 全 站 


将 诸 等 式 (2)》 代 入 〈《3) 式 ， 即 得 


间 ? 和 时 23 牛 十 


昌 z 和 2 ，D24 全 2 


乓 3 


57 人 十 


让 3 一 工 
到 


Qu。 
QX 


了 和 E 


QI 3XE 
5552， 恋 # 一 AKCx， 32) 为 可 微分 的 画 数量 当 录 一 %* 时 有 ， 


求 当 一 xz 时 的 32 ， 


-_ 2 -4 au 3 
解 了 ECxrx ) 十 开 “ 


当 yy 一 %2，8KXy 一 入 (5%27 一 1 


也 
故 加 天 了 


一 癌 ， 


且 有 3 一 x，-2z 一 2x。 将 这 些 结果 代入 上 式 ， 即 得 


避 世 
光路 2Y5y 一 D 。 


-一 


ou -1 . 


3353。 役 函 煞 :一 x(x,y) 满 足 方程 


让 5 2 0 
站 % 2 加 池 2 


了 其 及 下 列 条 件 ， 


下 


或 和 [和 呈 区 下 全 区 宇和 人 。 
胡 册 于 风 交 ,2Y)》 一 和 故 


和 《2 了 直 230【《 和 2XD 一 】。， 


又 因 xxkxy2x) 一 和， 故 由 (1) 式 苑 得 


《13》 


了 7 


册 (x，2x》 一 工 一 ” (2 
将 《2 ) 式 两 端 对 x 求 导数 ， 有 


提 C》 十 290《CX 02XD》 一 一 史 《33 
由 尾 (xy225? 一 %z 两 端 对 关 求 导 烤 ， 有 

UK 2%? 十 2855《%w 2% 7 一 2 《4) 
联 立 5 3 ? 式 和 (4 ) 式 并 和 用 题 设 条 件 凡 = ， 解 之 


即 得 


订 一 一 二 x， 


Rs 2x2 一 生 x。 


假定 z 一 zx 22， 解 下 列 方程 : 


解 .32 一 p(y?。z 一 Xp(y) 十 风 22， 


了 必 癌 


= 一 全 waCDdE 十 虹 27 一 2(2) 十 区 7)。 - 
和 


一 二 一 ， 
解 号 一 3 


7 一双 总 


局 一 9o-1(x) 十 太 o-aC2)， 


累 次 积分 上 次 ， 最 后 得 
2 一 190 tiE 和 十 32 的 2 十 
十 30 和 十 全 区 ] 
3357 。 人 假定 4 一 MX yy27 镍 方程 
BE 0 
问 XODOz ” 


Ga 
和 解 34 一 人 1 


3 一 pa(xcy 3) 十 9iKCxsz， 


和 一 DCX57 二 节 C 和 2 十 XCD2)。 
5558 。 求 方程 


.9z 一 se 
3 一 吕 上 十 玉 


的 往 足 条 件 坟 %o223 一 工 的 解 2 一 zxwy)》。 
解 南 32- 一 2 十 23 得 


于 站 


3559 . 


T5D0 


祥 一 光 2 人 十 了 十 9(27， 
又 因 zxj wz 一 1， 故 - 
1 一 4 十 %4 十 9CX)， 
藉 而 省 “ 
OP《X7) 一 1 一 2X4。 


最 后 得 
Br 】 卡 %2 十 了 2 一 2X4。 
求 方程 人 一 
9zz - 
-93 


的 满足 条 件 >Cx,， 07 一 工 交 27(Cx， 0) 一 x 的 解 
让 呈 2 
他 23 。 
外 由 训 y 一 2 得 
号-z>+e(o。 


又 因 z 《2 0 一 一 必 ， 所 以 


艺 一 0 十 本 辟 和 一 os) 。 


上 愉 而 有 
吕 = 一 2y 十 x。 
由 此 得 


2 一 多 十 %3 十 91CX)。 


耿 国 xy02 一 1， 矿 
1 一 0 十 0 十 opIKCx》 或 1 一 016x)。 
最 后 得 
， & 一 1 十 %34 十 3。 
s560。 求 方程 


Q2zz 
3 一 上 十 凡 
的 满足 条 件 zx(x,0) 一 x,z(0,y) 一 2 的 解 = 一 =(xyy)。 
Qzz 
和 解 由 三 厅 太一 < 十 2 得 
3 一 xy 二 二 y2 十 pi(Cx)， 
> 一 二 xc23 十 二 %y2 二 和 (十 攻 (3 。 


现 确 定 mpCx7? 及 内 3 由 于 (0xy07 一 wz(0， 7 
一 42， 故 有 
% 一 名 xy 十 荔 CO3， 
3 一 0(07 十 有 5C3y7， 
于 是 ， 


z 一 % 十 32 十 二 x22 十 二 xy 一 CKP(0) 十 %07， 
又 因 zx0,0?= 0 ， 故 wo(0) 二 %K07 一 0 。 最 后 得 


习 一 区 十 4 十 去 xy(x 二 3 


75f? 


和 3.。 隐 函 数 的 微分 法 
1” 存 在 定理 ” 设 ，17 函数 FCss yyz) 在 某 点 也 (xy yo， 


zo) 等 于 零 ; 2》 瑟 (xz， yz) 和 克 " (xyyyz) 在 点 外 的 储 域 内 


有 定 义 并 且 是 连续 的 ; 3) 五:《xoy3oyzo) 六 0D ， 则 在 点 好 
〈《xoy yo 的 某 充 分 小 的 部 域 内 存在 唯一 的 连续 函数 
之 一 站 K 和 区。 

满足 方程 PFCY: 3 2 一 站 
而 且 是 se 一 (xcov yo， 
2” 隐 和 函数 的 可 微分 性 ” 设 除了 上 而 的 条 件 外 ，4? 如 果 


本 


函数 PFCxyy,z) 在 点 所 (xsyyosso)? 的 储 域 内 可 微分 ， 则 函数 


(在 点 Lo (ze,yo) 的 锅 域内 也 可 微分 并 且 它 的 导 函 数 -52- 
他 


(17 


和 - 瑟 了 可 从 方 酸 
aoF apFarz 8F obFaz 
55 Ts 3 一 0， 57 十 -2 日 yy ” 人 


. 求 得 。 若 函数 FCx。y，2 可 驻 分 尾 意 客 亿 ， 则 用 逐次 微分 方 
程 〈2)》 的 方法 也 可 计算 函数 = 的 高 防 导 画 数 ， 

3 直方 各 组 定义 的 床 夯 数 ” 设 郴 数 忆 ， (xi ，……， sr 
6) 注 于 下 列 条 必 

《1 于 点 LoCxaog Arr0 321oy ye) 变 成 为 零 ; 

《2)》 在 点 4 的 邻 域内 可 微分 ; 


DR io 五 
人 荆 和 皇 绊 加 
《3 在 点 4 末 数 行 列 式 人 51 ye) 了 


了 2 


一 


在 这 种 情况 下 ， 方 程 组 
本 XiTyeeeyXneyyiynerst 一 和 (一 12 和》 《3)》 
在 点 CCXiosyeeos2rnp]》 的 孝 域 上 内 唯一 地 和 确定 出 一 组 可 微分 的 
嘴 狐 : - 
一 天 (Xi 人 一 全 
这 些 方程 汪 足 方程 《3 ) 牙 虽 始 条 件 
了 了 210srreyMn03 一 iD 《一 下 2 vve 后 》。 
这 些 区 函数 的 微分 可 由 方程 组 
卫 3dxi+ 马 了 dot 一 0 
(C 一 12 fr)* 求 得 。 
5361-。 证 明 ， 在 每 一 点 都 不 连续 的 迪 里 黑 里 函数 
人 


0 ， 沙 % 为 无 理 煞 


镁 足 方程 

32 一 少 一 0， 
证 当 关 为 有 理 煞 时 ，32 一 ?一 1 一 一 Di 当 居 为 
无 理 数 时 ，y2 -yy 一 0 一 0 一 0。 因 此 ， 不论 x 为 任 


何 实数 ， 均 有 
3 一 y 一 0。 
5562， 设 函数 乒 20 定 六 于 区 间 (ep 内 - 问 在 怎 拌 的 情况 
下 方程 
CD33 一 人 


* 这 一 度 在 简明 陈述 天 窗 数 的 问题 时 无 条 件 直 由 定 隆 画 数 和 它们 的 对 应 
学 函 狼 存在 的 条 忻 满 足 。 


配对 


了 与 竺 


当 gx 一 问 时 才 有 了 唯一 连续 的 解 y 一 0? 
解 ”函数 jz) 的 非 零点 的 集合 在 区 间 (a,5 内 是 处 处 
特 密 的 ， 邢 六 z 的 零点 的 集合 不 能 充满 区 间 (a,87 的 
任意 一 个 子 区 间 《ay 6) 二 《ae，b5) 。 此 时 ， 方 程 
FCx)3 一 0 有 唯一 连续 的 和 2 一 0 .事实 上 ， 设 ?一 
2 为 方程 帮 273 一 0 的 一 个 连 急 解 , xoctayp) ， 则 
《1 当 fxzo) 关 0 了 上 时， 显然 在 (Cxeo) 一 03 
[23 当 兵 2o) 一 0 时 ， 由 六 YX) 的 非 堆 点 的 稠密 
性 知 : 存在 叙 列 !xe 上 4 ， 注 中 xxo 及 了 (xn) 夫 0 
《Ca 一 1; 2. 于 是 ,2 一 0: 由 2Cx) 的 连续 性 即 得 
3KX0 一 区 1im wo 一 lim xD 一 0。 
于 是 ， 当 6 一 %< 记 时， yy 二 0 。 
反之 ， 若 方程 Kx)y 一 0 在 (ay 8 只 有 唯一 的 连续 解 
3 一 0， 则 jx) 的 零点 集 必 不 能 充满 人 Cap) 的 任何 子 
区 间 . 事实 上 ， 设 在 Ca,57 的 某 子 区 间 (a，8) FFCx) 
=0， 定 尺 (as82 上 的 画 数 yofx)? 如 下 : 


『9 ， 当 a 一 xc 十 时 ， 
-人 人 光一 -7 )， 


- 当 + 人 <x 一 x+ 时， 


-天 村 xz 让 


当 c + 上 <<x<a 二 羡 C6 一 四 时 ; 


多 上 叹 》 一 


0， 当 二 (Ba 一 x-<6 时 - 


如 图 6- 27 所 示 ， 图 中 ci 一 2 十 -和 。corc+ 


皇 一 


本 ， Ca 一 十 


3 有 一 上 ) 
一 二 。 


是 狼 yoCxX7 关 0， 但 ?一 3%ofxz)7 是 方程 CD) 3 一 
在 (as82 上 的 一 个 连续 解 ， 


人 定 Cosz 月 身 
图 6'27 


5385。 设 函数 Fx) 和 gx 于 区 间 (asp)? 内 有 定 闵 且 连 续 . 问 
在 怎样 的 铺 癌 下 ， 方 程 
让 (373 一 站 人 X) 

于 区 间 《sy8) 内 才 有 唯一 连续 的 解 . 
解 “下面 三 个 条 件 显然 是 必 权 的: 

(12 fx) 的 零点 必须 是 gx) 的 堆 点 ， 否 则 了 无 
和 解 ; 

《22 天 2 的 非 零 点 集 台 必须 在 (ay 67 内 稠密 。 否 
岂 ， 存 在 人 ce,B)Caxp2)， 当 xEkea 有) 时 ， 午 有 拓 x) 
一 &x7= 0。 从 而 当 xEka, 5) 时， 任意 改变 原 方程 


T 字 有 宁 


T5 克 


一 个 连续 解 y(x? 的 函数 值 〔( 但 保持 连续 性 ) 就 得 出 
原 方程 的 另 一 个 连续 解 〔《 参 看 3363 古 的 图 ) ， 此 与 原 
方程 连续 解 的 唯一 性 巴 拓 ， 

(3)》 如 果 Kxo) = 0， 则 对 任 一 点 列 zm -> xo， 
fxoy 拓 DC 一 1 2 2)。 均 有 

1im-faey = y。《 2 是 有 限 数 县 只 与 ve 有 半 ) - 


比 一 cd 区 


最 然 ， 如 果 上 述 极限 不 存在 或 对 不同 的 序列 取 不 同 的 
值 均 导 歼 ? 不 连续 ， 

到 之 ， 若 上 述 三 个 条 和 件 满足 ， 我 们 征明 原 方程 的 
连续 解 存 在 唯一 ， 事 实 上 ， 这 时 令 


了 5， 在 1CDY 9 的 上 
402] im 果 S》 ， 在 fx -0 的 点 ， 这 里 任 取 


Xe Fo 了 关 人 【一 1 2 ee)。 


易 知 ?kx 是 (5a,， 5) 内 的 连续 函数 且 满 足 顺 方程 

天 是 原 方 程 的 一 个 连续 解 . 班车 原 方 程 在 (cyp) 内 还 

有 一 连续 甫 一 KZ， 则 
TCDJIKCNED7=- SKYXD DO 一 区 72GE 一 3 下》。 


对 任何 xoEka,8)， 落 fxo 关 4， 风 yiCx0) 一 2o2 
CCXo3 


一 消 o2073 蒋 Fo 一 总 时 取 Xe- ov 站 区 -天 心 《一 
1， 2 则 根据 yx 的 连续 性， 得 


字 区 37 一 下 间 少 榴 人 一 1 和 2 一 多 ofKXo) - 


于 是 ， 1CXD7 二 ofx)》 (aa 一 Xp)7， 了 唯一 性 获 证 。 
5564。 设 已 知 方 程 - 
区 2 二 了 一】 《13》 
及 
晶 二 站 [全 《一 工 委 YE 1) 《2 
为 满足 方程 《1 ) 的 单 值 画 数 ， 
1)》 闻 有 多 少 单 值 本 数 (27? 泗 足 方程 (121? 
2》 闻 有 多 少 单 值 连续 函数 52? 满足 方程 (12? 
3) 设 ，(a)3?C0) 一 13《6)》 3 一 0， 亲 有 狗 少 单 
值 连续 函数 52) 满足 方程 61)3? 
解 1)7 无 限 个 例如， 令 
wii， 当 一 1 妇 %< 扫 工 上 日 x 基 二 时 ， 
人 玫 
一 wI 妇 , 当 x 一 二 时 


《一 2 本 
则 显然 3 一 yx (一 1;2 3 都 是 满足 让 程 K17 的 
单 值 郴 数 。 
3) 二 个 :3 一 一 ww 一 吧 肥 了 一 wwI 一 大 。 
3) (8 满足 条 件 ?50? 一 1 的 仅 3 一 /一半 这 一 个 
连续 函数 ;67 满足 条 件 ?KI?= 一 0 的 有 ?一 一 /1I 一 %z 
玉 3 一 w1 一 “2 这 二 个 连 绪 画 数 . 
53565。 设 已 知 方程 
， 功 2 一 朱 全 ， 《1 
及 
一 4 罗 Kx 《一 co 一 YY 十 co) 《27? 


重 5 了 


5366+ 。 


了 5 辟 


是 满足 方程 (1 》 的 单 值 函 煞 . 

li> 握 有 窗 少 单 值 函 数 (427? 满 中 方程 C179 

2 问 有 驳 少 单 值 连续 范 数 62)7 芋 足 方程 (1 

3#7 所 有 宅 少 单 值 可 微分 的 本 数 (22? 清 足 方 程 (173 

4) 设 : (af1) 一 15 《62202? 一 0 间 有 密 少 单 值 连 
续 函 效 527? 满 足 方 程 C12* 

5》 设 1) 一 1 政 6 为 充分 小 的 数 ， 则 有 允 少 单 值 连 
续 函 数 9 一 3Cx》 《I 一 6 一 wx 一 1 十 9 满足 方程 (129 


- 工 。 
|x[。， 和 庆 隆 了 


解 1) 天 要 个 .例如 ,or 一 1 
一 J 风 [YX 一 放 ， 
《站 一 工 中 位 外 0 都 是 ， 
2 下 售 ，3 一 一 X 4 一 Xu 一 ix 和 + 一 一 |Y1， 
3 二 个 ，3Y 一 一 X 和 了 一 区 


4 【《a) 一 全 2 一 荆 和 一 xz 66) 四 个 ， 即 


2 中 之 四 个 . 
52? 一个， 包 一 交 。 
方程 


名 2 寺 分 呈 一 区 让 汪 人 和 
是 定义 为 半 药 索 值 函 烤 。 问 这 个 卫 数 在 怎样 的 域 
内 ，1) 单 值 ，22 有 二 个 值 ，3) 有 三 个 值 ，4) 有 四 个 
值 8 求 此 郴 烤 药 各 枝 点 及 它 药 单 值 违 续 的 各 枝 . 
和 解 由 2s 二 32 一 3 十 3 得 3 一 和 二 《4 一 光一 站。 


解 之 ， 得 ?2 一 二 +VW 二 +xz--x4。 一 具有 单 值 连 续 


的 六 支 ， 其 中 当 于 二 we 一 x42> 0 即 |x| sW 工 十 v 互 
时 有 一 支 

2 xz1 秋 W > 

2 一 一 二 We <W 二 六 三。 


， 昌 -一 
而 当 0 么 二 二 zx2 一 2 二 (二 ) 即 1<x2 二 1 三 时 


有 四 支 ; 


一 一 工 _ 工 . 电 本 1 <x<TILwv; 
25 V 3 V 广 -+x 一 人 2 


一 一 卫 _ -| 和 业 
水 6 Y 二 十 和 一 xb 


一 1 十 3 <x< 一 1， 
立 


示 外 还 有 一 个 孤立 虚 〈0,07《 参 看 1542 题 的 图 形 )， 
考虑 上 述 六 支 的 公共 和 定 愉 域 知 ; 
1》 设 有 单 值 区 域 ， 


2 双 值 区 域 为 0 一 |%| 一 1 及 Y= +VY 二 六 


jj 


了 与 多 


353567 


了 1 人 


3)7 三 值 区 域 为 xx 一 0 下 x 一 土 1. 
4) 四 值 区 域 为 1 一 | zx =VY Ht. 
枝 点 的 必要 条 件 为 
[314 一 32 十 K2d 一 X27 一 个》 
昌 
中 35 一 2 一 站 。 
于 是 ， 
一 一 二 1 
少 一 0 及 2 一 土 7 可 ， 
由 yy=0 解 得 x 一 0 及 wx 一 + 13 而 出 y= 二 一 一 解 得 


x 一 二 ! 十 三 经 验证 ， 得 六 个 枝 点 ; 
-- 1I+A2z 1. 
《 1，0)，(1，0)，(Y 区， )， 
1 十 本 1 1 1 
(VI+s 六 二 ， 一 这) (-Vit> 王 ， 二 
+w -1 
(-V 二 X， -和 ). 
求 目 方程 
《2 十 22 一 光一 学 2 
扬 定 忱 的 多 值 函 数 2 的 各 枝 点 和 单 值 连 组 的 各 械 ?一 
37 《一 下 YA 17， 
解 由 (x? 十 y2)2 一 < 一 少 得 


一 《1 十 2%2) 士 AASBX2 十 1 
2 


2 一 


33568 ， 


因为 当 1x|s 委 1 时 ，\325 二 IT 关 工 十 2 ， 故 音信 连续 
的 各 枝 汶 《共有 四 枝 ) 


3 一 CD AS 后 二 1 一 (1 十 2X)》 《一 1<x<<1)， 
2 
其 中 sx) 分 别 为 zy 一 1 了 及 并 阿 一 呈 攻 生生 


下 面 再 求 枝 点 ， 
| ee 二 2 一 全 十 姑 ] 一 2022 十 92 -23 十 3 一 0， 
解 之 得 y== 0 ， 共 面 得 x= 0 及 x 一 土 ]。 经 验证 得 枝 
点 为 


《0，07，〔《1，0)7 下 《一 I，0)》. 
设 函 数 Fx)》 当 Ga-=xp 时 连续 ， 并 且 本 数 吧 y) 当 
ec 一 4 一 可 时 单调 增加 而 且 连 续 . 问 在 和 鱼 样 的 条 件 下 
方程 
0 一 天) 
和 定 交 出 单 值 画 数 
3 王 有 CCxX3]3 
研究 例子 ， (aeiny 十 sy=-X%y 【〔《163e? 一 一 sin2x。 
解 ”根据 227 的 严格 增加 性 以 及 oz) 的 连续 
性 可 知 , 若 存在 (xs 390) 满足 呈 yo 一 了 xxoy 册 和 0 这 
败 直 方程 of) 一 扩 2) 可 叭 一 地 确定 y 为 xx 的 单 值 连 
续 本 数 
> 一 VCTFX) 【满足 oo 一 PICFCxo)]) 《17) 
若 更 设 满足 不 等 式 
了 多 37 由 Xi 可 KG 下， 《2 
则 如 的 郧 数 (1) 是 整个 4 驹 -5 上 定义 的 连续 函数 
(aa 设 则 (3 一 siny 十 shy 《一 co 一 yy 二 十 cc]， 
了 5 了 


35569 。 


和 【一 co<Y< 十 cc. 由 于 有 上 用 弘一 cos 和 十 eng 
一 下 (一 co 一 yy 一 十 ceo)， 故 的 3 是 -一 co 一 3 十 ce 上 
的 严格 遂 冰 数 ， 又 显然 有 

1 3 一 一 ce， 汪 im 9 一 十 co 
故 不 敌 式 (2) 满足 . 于 是 ， 由 方 各 ain yy 十 shy 一 x 
唯一 确定 y 为 x 的 连续 函数 , 它 定义 在 整个 数 轴 : 一 co 
-< 一 ww 十 ceo 上。 

《0 3 一 2e 及 扩 x 二 一 sin2x 昌 然 也 满足 题 
设 条 人 忻 ， 但 此 方程 是 和 盾 的 Ke-*0 ,一 sia2xc0)， 
即 不 存在 点 人 (xe，3jo)， 使 有 e- "一 一 sinzxo。 玉 比 ， 
不 能 定 多 ?为 的 单 值 函 数 ， 

说 ， 

于 一 和 十 的 C3 35 41 
其 中 po) 一 0 且 当 一 a<y 一 上 时 mp 连 线 并 满足 
19@ 反 3 有 Re 1 。 证明 ; 当 一 ex 一 < 时 在 在 唯一 的 
可 微分 函数 ?一 42XI 满 足 方程 61) 且 0) 一 0。 


.证 证 亚 (xzy 3 一 4 一 3 一 玖 2， 风 


3370 。 


了 各 安 


1》 由 和 于 mo 一 0 ， 故 天 (0，07= 一 0; 

27 当 一 op-<X 呈 十 oo 一 fy 时 ， 亚 (xsyD， 
忆 s(Cxry7 政 天 5) 一 一 工 一 pp 人 2) 均 连 续 ) 

32》 天 人 0 0 一 一 工 一 pp700)- 一 0 ， 当 敌 开 00) 
夫 0。 
平 是 ， 由 隐 函 数 的 存在 及 可 微 性 定理 知 ， 存 在 se 一 0， 
使 当 一 se<xY<e 时 ， 存 在 唯一 的 可 微分 函数 ?一 22) 
满足 方程 x= 一 y 十 93)7 及 3C02) 一 0。 
设 3 一 扣 2x) 为 由 方程 


沁 一 各 4 十 的 CCY) 
所 定义 的 隐 逊 数 ， 其 中 常数 R 基 0 且 PKoy 7 为 以 o 为 周 
期 的 可 微 周 期 通 数 ， 县 1p 交 1 一 RE。 证明 


y 一 划 十 WKx)， 
其 中 天 x? 为 区 [8la 为 周期 隐 韦 期 函数 ， 
证 由 于 yx 一 8y 二 oo(y)， < 一 下 十 oo， 又 因 


1p7 2 1 一 Il， 六 3 与 # 同 号 ， 即 为 ?的 严格 


单 再 画 数 ， 且 为 连 忽 的 . 由 于 2o(37 是 连续 的 以 吕 为 
周期 的 画 灼 ， 故 在 界 ， 从 而 当 0 时 ， 


考评 避 一 一 oo 1im 区 一 十 吕 os 


站 一 一 om 和 一 十 局 
当 一 0 时 ， 


下 可 光一 十 eolim xy 一 一 co; 


Bi 下 一 加 了 一 十 = 


由 此 可 若 ， 其 反 通 数 丸 一 如 区 ) 存在 唯一 ， 且 基 一 ce 
一 2% 一 十 ce 上 有 定 交 的 严格 单调 可 微 函 数 ， 令 

3 人 一 下 一 肯 2》 《一 co 一 xm 十 ce)， (1 
册 由 区 一 让 3CYX2 十 四 [XeGC3KCXE) 十 中] 一 到 [CCXD 
庆 部 十 玉 四 一 让 [和 十 的 [4 十 天 四 一 且 【Cx 二 加] 十 
eL 十 ao。 从而， 根据 反 函 数 的 瞧 一 性 ， 得 

3 十 0 一 CT 十 向 《 一 oo-<=y 十 co)， 《22》 
由 1) 式 与 人 42) 式 ， 得 


W(x 二 Ra) 一 yx 十 Rp) 一 区 二 oo 一 3C20 一 这 


了 丰 记 


一 名 (》〖 一 cn- 二 co) 

同 理 可 证 
加 并 一 站 站 ) 一 曙 CxX7 《一 co-<Y< 二 十 oo)， 
散 岂 2 是 以 ja 为 周期 的 可 微 周 期 凋 数 ， 由 517 得 


了 一 区 一 言 xuCz)， 


证 毕 . 
对 于 由 下 列 各 方程 式 所 定义 的 函数 2。， 衣 出 9 
了 
81 。 2 十 2X37 一 2 一 G2。 
解 ”用 求 导 数 政 微分 两 种 方法 解 之 。 
解法 一 
等 式 两 端 分 别 对 x 求 导数 ， 得 
23X 十 237 十 2X37 一 2937 一 0， 
效 有 
了 交 十 党 
3 1 - 
再 对 上 式 求 导 效 ， 得 


3 一 《3 一 XI 十 1)》 一 (92 十 YI 一 1 


《3 一 加 )2 
二 33 一 2X37 233 一 和 一 22%5% 十 光 )》 
长 史 v 主 《 曙 一 和 33 
一 232 一 2XY 一 xs 22 2 
《一 光 73 〖 丸 一 区 9 芝 一 了 3 
解法 二 


了 学 


等 式 两 端 分 别 微分 ， 得 
2MX 人 其 十 Y 二 了 二 VC 一 24GY 一 日 《1 
故 有 
3 一- 卫 寺 革 
好 革 一 关 ” 
对 (12? 式 两 端 再 微分 一 次 ， 并 注意 dx 一 0 ， 得 
可 X2 十 2d xdly 一 本 Kx 一 290023 一 0， 


和 仍 有 
这 几 工 和 人 十 涩 2 全 一 儿 十 区 
day 2 ( 尘 坟 
可 2 多 一 革 光 共 
2G2 
《x% 一 名 季 “ 


3372。lnw/2 寺 yy 一 aretg 人 
解 解法 一 “ 
等 式 两 端 对 “ 求 导数 ， 得 


党 十 YY 3 一 
郧 2 十 ya 和 十 旦 


解 之 即 得 


一 垃 士 风 
3 7 一 xy ， 
将 上 上 式 再 对 < 求 导 数 ， 得 


一 61 十 3 一 (人 区 二 3 一 了 
《 癌 一 曙 》3 


T65 


一 _2C4X3 一 3 
《党 一 定 ) 


_ 22K 区 十 了》 一 当 革 一 少 》 2KC32 十 2 
《区 一 卫生 《x 一 ?228 “ 
解法 二 
等 式 两 端 分 别 微分 ， 得 
EXY 十 wd 一 2d2y 一 dx 。 
广 2 十 凡人 52 十 洒 
解 之 即 得 


对 xdx ady = 一 ndy 一 ?9dx 再 撒 分 一 次 ， 得 
大 %2 十 本 yy2 十 风 可 3 一 % 可 2 
页 有 


人 三 
二 
《一 9) 二 KxX 十 272 号 22 十 322) 
《和 一 多 98 长 束 一 妇 3 
上 下 各 题 根据 情况 采用 直接 求 导 法 或 微分 法 . 
335735 。3 一 Siny 一 X 《0 一 8S- 一 1). 
解 ”等 式 两 端 对 x 求 导数 ， 得 


3 一 Srcosg% 一 1y 


故 有 


了 6 弛 


将 上 式 再 对 x 求 导数 。 得 


1 一 侣 名 站 有 主子 一 总 Si 机 条 ， 
《1 一 EcosyD72 f 1 一 8B008 光 78 
74。 尖 一 人 《和 夫人 
解 ” 取 对 数 得 


四 ”， 
91nx 一 xlny 或 - 芝 一 2 必 《X=--0D 人 一 个) 。 


上 


两 端 对 x 求 导数 ， 得 


1 一 lnx 3 以 1 一 lnor7) 
区 本 了 


故 有 


7 一 他 1 一 Inx》 
了 范 红 工 一 lm 人 了 二 


将 上 式 再 对 * 求 导数 ， 得 


1 
其 1 一 1ny 了 


-se 
元 人 2 一 1 区 川 2 一 了 和 1 了 


瑟 二 fa 一 in syyrG-lnz? 


1 了 
ZI j 和 Da- 
* 沁 1 一 1nx)CI 一 3ny7) -oo 
5875。 y 一 2xare tg 必 。 


本 557 


将 上 式 对 x 求 导数 ， 即 得 


和 
az Y ”_ 
di 


5s5376。 证 明 。 当 
1 十 Xy 一 让 区 一 消 ) 
〈 式 中 点 为 常数 ) 时 ， 有 等 式 


GdY 


ix 一 了 二 7 


证 将 等 式 1 +Txy 一 AKCx 一 4 两 端 微分 ， 得 
YX y 十 4 一 忆 [g 一 过 攻 )， 


夏 
《3 一 22XEY 十 ydX》 一 下 xx 一 ?OKdx 一 术 y9 
一 《了 十 %JICGXY 一 吓人 7 


了 右上 


销 化 即 得 


证 毕 . 
sg77 了 7。 证 明 : 若 
区 232 十 Xe 一 1 一 0， 
则 当 xy 盖 必 时 有 等 式 


证 ”将 所 给 等 式 两 端 微分 ， 得 
汪 知 另 2 人 和 二 2X2YCY 十 2xXGX 十 23Gd3 一 站 ， 


陋 
区 [2 二 下) 攻 基 二 3KX2 二 TY 一任。 《1i) 
由 x%2y2? 十 %* 十 ?一 1 一 0 可 解 得 
芋 一 和 __ 1 一 共 2 
一 土 生 一 土 覃 
本 1 十 多 2 > 工 十 区 2 421? 


因为 xy% 盖 0 ， 故 知 Y，? 庶 同 取 正 号 或 同 了 到 负 号 ,不 
论 取 什么 和 狩 号 ， 当 用 《22 式 代入 512? 式 后 ， 均 可 得 


3378. 证 明 : 方程 
《区 2 十 切 232 一 让 2 红 和 2 一 罗 2 《6 关 0》 
在 点 #Y 一 0 ，y 一 0 的 令 域 由 定义 两 个 可 微分 的 函数 ， 
ys3iCx) 和 > 一 yatxz?， 求 中 (07 政 区 CD)， 
解 《xy2)2 一 民 %2 一 2 要 有 凤 
T63 


了 7 


4 十 《2X2-G37y2 一 Ca2x2 一 Y43 一 0 。 
解 之 得 


= 一 一 (2x2 十 az 十 A/BG5X5 二 at 
辽 


出 


《 根 号 前 取 正 号 是 由 于 ?*z0)》. 记 


了 一 + 上 WEBaa2 0 二 22 一 中 一 土 F(Cx37。 
衬 

不 难看 出 C0,0) 为 技 点 。 从 点 0.0) 出 发 ， 有 单 值 连续 
的 西 个 分 枝 : ， 

了 T 一 大 22 0 扫 AA63 

了 一 站 w27 一 < DY ， 

3 秆 一 一 尖 X2)，0< 二 < 

31 一 一 FCx2)， 一 S<X<S0。 
这 几 个 单 值 分 枝 能 否 组 成 5 一 6， 56) 上 的 可 微分 葬 数 ， 
主要 是 者 组 成 的 欧 数 在 “一 0 是 否 可 徽 . 为 此 ， 研 究 
各 分 枝 在 点 < 一 0 处 的 单 侧 导 数 . 


3 01im2C2 一 9T00) 一 im 六 3》 


“一 0 光一 自 r-eyD 沉 


ETEEEEE 
xx 一 于 记 加 2 


一 于 ii -78BGEX 十 G4 一 2 一 G3 
0 2X2 


一 Tim 个 可 和 2 十 站 4 一 《全 交 2 二 全 斌 3 
rt， 2X2KCAA8a5X5T 0 十 2X2 十 957 


-limny 一 -44 =1. 
xm 28czxz 十 44 寺 2X2 十 GD) 


重读 可 得 
妈 半 >》 


-0 一 1 一 1 
FX2 
3 了 + 0 一 了 一 一 
8- Co) 一 1im 一 2 一 1 
由 上 可 以 看 出 
下 CC2 DG。 
yx 一 
一 X2)， 一 -Xe 0D， 
及 
一 上 成 汪 5 7 0<SxXG， 
yx 一 


乒 27。 一 站 YX- 站 

是 仅 有 的 两 个 过 点 《0*0)? 的 可 微分 函数 ， 且 
?1C02 一 1 玻 ?afK0) 
二 一 工 本 

*#) 此 方程 的 到 
象 系 双 组 钱 《图 
6*28)》 ， 它 的 极 
淫 标 方程 为 

六 2 一 号 32008200， 
以 芋 作 法 及 结论 
由 茎 很 容易 看 


了 7 了 


35579 . 


T72 


出 - 
设 ， 
〔[x%e 十 %273 一 3 人 一 43。 

求 % 当 < 一 0 和 ?一 0 时 的 值 . 
解 ” 本题 讨 讼 方法 与 3378 题 类 侦 ， 但 由 于 不 能 直 接 
解 出 ?一 Ax7， 栈 只 能 用 隐 范 数 者 示 .由 5Cx2 十 3y238 
一 3x275 一 和 3 9 得 

x+ 十 《232 一 39DYX2 十 9 二 93 一 站 。 
解 之 得 

32 一 2722 土 V5355 一 1535。 

3 


令 
S(3) 一 8 一 22 十 32 一 46 和， 


一 2 一 和 
的 一 和 2 一 216 和 ， 


则 不 难 验 证 :在 ?一 0 的 邻 城内 均 有 的)?2203 而 
忆 当 3z0 册 才 有 有 RCy7 蒂 0 ， 于 是 ， 点 《0, 0? 为 枝 
点 ， 且 从 该 点 出 发 ， 有 六 个 单 值 连续 枝 ， 

工 ，x: 一 AgCy7，0 挟 2-ei 它 在 0 委 * 一 6 上 定 交 
隐 丁 数 ?一 六 (5x) 

工 . %s 一 一 ABCY3 DSS ye3 它 在 一 8 <“#s0 革 定 
义 隐 函数 一 Fas(Cx)2. 

下 .xs 一 AgKYJ， 一 6e<=ysn0 它 在 0 所 xx 一 6 上 定 
义 隐 本 数 ?一 了 Cx)?， 

到 。%4 盖 一 AAS8CY) 一 上 一 9 有 9; 它 在 一 -2x<S0 


上 定义 隐 力 数 y 一 了 xx7。 
可 。 xs 一 人 yy 玫 97，0 < 委 9 一 6 它 在 和 去 x<0 上 定义 
隐 函 数 4 一 闻 oCxD。 
而. xa 一 一 机 亲 ，.0 反 9 一 旺 官 在 一 6 一 % 和 0 上 
定义 隐 函 数 一 了 saKxX)?. 、 

土 述 隐 郴 数 的 存在 性 ， 易 从 对 右 端 ?的 表达 式 求 
导数 而 导数 不 为 零 获 证 .内 此 ,只 区 求 上 述 六 梳 在 原点 
的 单 侧 导数 ， 


一 子 t 和 一 二 1 《07--]i 针 
14+(C07? im 一 RECT 


=limy 2 4 
3 一 十 D 名 


3y 一 27 “十 AA932 一 16374 


一 limy 
YY 一 9 5 一 5 让 必 5 一 1 一 


fo) 一 1im， 了 2KxX3ago lim 多 


一 -一 一 口 。 
3 一 1 和 


Ar(0) 一 Him taC2 一 dat02 一 lim 区 
十 各 


芝 一 候 an 一 onAEC 3 
一 lim_ 二 2 
cg 一 二 
一 一 ji 号 2 加 


ct 9 二 16es 一 3 一 全 2 


一 iimyv22zsKAA32STT625 二 33 于 225) 
《92 二 15237 一 攻 8z 十 22272 


了 7 可 


- -inVaCEEIETST 末 -本 ， 
0 六 一 凡 2 


-0] 一 1 二 一 1 多 
1 :ne -2 
一 一 《一 3) 一 人 3 由 


一 1i 了 2 1i 
5 ARC 


一 Lim 23r 
4 一 十 全 3 一 232 一 AA9yr2 一 153 3 


一 Lim 2 233 一 电 十 AZ9yrz 二 16 


?49 《3 一 23272 一 《932 一 16383 


一 iimVY 243 一 37 十 ww9 一 163) 一 /可 . 
.十 0 本 十 出 懈 


一 ]i Je 2 一 im 一 一 
CO 一 1 人 全 一 1 一 7 训 订 一 一 / 王 
于 是 ， 上 上 述 六 个 单 值 连续 梳 可 组 成 三 个 (3.8) 上 的 
可 徽 函 撤 yy 一 yifx) ti 一 1,2。37， 


了 EX 心 
yc 一 -， 31C037 一 0 
2(CXD2yX< 人 - 


1 


一 了 7 和 站 
ya(x) 一 上 ， yaK027 一 一 人/ 可; 
了 和》 看 _ 
(Kx 和 自 
Ja ， JsKk07 一 可。 
20 ” w 


半 了 7 学 


5580 ， 


立 有 1] 。 


_ 以 上 作法 及 绪论， 由 


*#> 孙 方 程 的 图 象 
为 三 畦 玫瑰 锅 5 图 
6'29) ， 它 的 极 侠 标 
方程 为 


了 FT 一 上 sin3f 


本 很 容易 看 出 ， 

证 x2 十 %y 二 3 一 3 

求 了 ， 入 及 3 

解 ” 等 式 两 端 对 x 求 导数 ， 得 
2% 十 4 十 X% 十 2337 一 0 。 

于 是 ,， 


一 2 十 3 
各 十 卫 东 “ 


再 对 上 式 求 导数 ， 得 


了 7 一 


3 一 -sa+ 了 7 十 2y7) 


_- ， = 1 | 
CI 十 2y7 (2x 十 站 一 一 避让 5 
.54 站 1632x% 
> 一 《1 27) 《区 十 2 和 
设 ， 


%a 一 学 4 十 232 十 汪 一 和 一 1 一 襄 ， 
求 ?7 ，39 及 当 < 一 0 ，? 一 工时 的 值 . 
解 ” 等 式 两 端 对 >“* 求 导 煞 ， 得 
了 7 节 


2 一 和 一 和 9 十 4 一 一 D。 《12> 
以 x 一 0，y = 1 代入 (1) 式 ， 得 


3 1 一 六。 
3 到 1 


将 《17》 式 再 对 < 求 导 数 ，。 得 
2 一 yy 一 W 一 wo 二 42 二 dy 一 YU 一 0 。《2) 
以 x 一 个 ， 了 一 1 > 3 一 0 代入 人 2) 式 ， 得 


将 〈《> ) 式 再 对 x 求 导数 ， 得 
一 338 一 %y 十 123738 十 4 人 一 3 一 0。 《537 


史 邯 一 个 ， 怀 一 1 47 一 日 ， 一 一 到 代入 (3) 式 ， 得 


33582。 证 明 ， 对 于 二 次 曲线 
GX2 十 283Yy 十 cy 二 2dx 二 2263 十 了 一 0， 


等 式 
戎 [oo 
为 真 . 
证 ” 原 题 中 的 二 次 明 线 应 是 非 退 化 的 ， 即 
吕 扣 吕 | 
< 一 |pcel 夫 9， 
可 电 于 


了 7 


由 必 庆 9 保证 yy* 关 0- 
等 式 两 端 对 求 导数 ， 得 
20X 十 25 人 十 25w47 十 2cyyr 十 2 十 28321 一 0.《1) 
于 是 ， 
2X 十 问 9 十 过 
忆 二 eye “ 
12》 臣 除 以 2 后， 两 端 再 对 x 求 导数 ， 得 
癌症 3 下 《二 十 YA0O。 
于 是 ， 


4 一 一 


1 一 二 2037 cy 3 _ 
> 五 多 十 多 二 书 《YY 十 加 和 十 刀 )3 
iaKpx 十 cy 十 的 2 一 28(pXTcy 十 efGX 十 疡 玫 十 可 
十 caGY 十 间 》 十 可 2 
- 李 


《BY 十 ey 十 e]5 
(287 二 一 -于 《6x 十 cy 十 es 
一 攻 1- 堆 .T52x2 十 Ceo2 十 28x 二 28 的 十 ez 十 2e 如 
一 L 才 .[bzx2a 一 Cax2 十 2dx 十 F) 十 28ex- 十 ea 
-= 必 .rK5z 一 ac)x2z 二 2K5e 一 cdDx 十 ez 一 ceF 门 ， 
即 (387 - 健 是 关于 x 的 二 次 三 项 式 ， 故 


afooo]- 
对 于 函数 > 一 zy 23) 求 一 阶 和 二 阶 的 向 导 函 娄 ， 设 ， 


Y77 


汪 38 了 。 2 小 92 十 z2 一 2 
解 ” 等 式 两 端 微分 ， 得 


0 《1》 
了 X%2 寺 可 3 十 吕 z23 十 2d2z 一 0， 《27 
由 (1 得 ， ， 
一 一 补 了 
碍 之 和 zc 
故 有 
DOz gz 了 
司 疼 羡 ”D3y .3 
由 《2 7》 得 


dz 一 一 人 (dxs 十 dy2 十 可 z2》 
总 
一 一 二 axs 一 二 dy 一 喜 ( 宇 dx 十 之 d y) 


习 


一 + 各 aa 一 各 sady 一 二 0 区)dy， 


故 有 
dzsz 1 工 2 2 十 六 
党 -0 鸭 --< 尖 ， 
D3sz _ _ Xy Da2sz zs 十 wa 
DxXGy FF Do2 23 ” 


53584。，zas 一 3xyz 一 Ga 
解 ”等 式 两 端 对 闪 求 偏 导 函数 ， 得 
了 7 时 


az*9z 一 3yz 一 3xy 2 一 0 ， 四 (1 
于 着 ， 
人 2 9 
、， ，， 日 % 2 一 汪 旬 “ 
辐 法 可 得 


人 35 YY 
《1 式 除 以 3 后 再 分 别 对 半 及 对 y 求 偏 导 画 数 , 得 


也 
2z( 2) 二 223 9 G2 一 xy3. 一 0， 


问 光 3 了 8 
(zz5 一 “) 生 十 (ze 一 x3 让 -9 
GOz 
8 


日 z 下 昌之 
姨 及 呈 代 入 上 述 两 式 ， 化 简 整 理 得 


日 
D2z 2 光 332 
加 X2 《人 一 区 光 》37 
D2z 2 一 2X32 一 全 227 
way 《2 一 区 信 ] 员 ” 四 
岂 法 可 得 
D22z 和 X3 全 了 
yz 2 


T79 


885。 宛 十 y 寺 = 一 姑 。 
和 解 ”等 式 两 端 微 分 ， 得 


dX 十 可 3 十 民 z 一 endz， 《1? 
亦 有 
一 工 - __ 1 
忆 2 一 TaY 二 2 一 RHECTCdX 十 dy) 
于 是 ， 
az_oz ” 开 


9xy gy xx 十 Yy 于 2 一 1 
髓 将 《1 1) 式微 分 一 次 ， 得 


可 2 一 吧 人 22 十 人 < 人 2 


故 有 
2 ef 2 ee 忆 
dz 一 一 -Tcdz) [ 环 二 1 
于 2Gxdo 二 可 9y23。 

于 是 ， 
Gsz Dsz _ asz 人 


Dx2z bxgy 昌 yz TerTI33 


等 十 4 二 了 
《X 十 3 十 了 一 138 “ 


- 之 
88 “下 
解 设 了 一 wxXE 一 5 则 二 一 t 三 二， 


了 9 


从 而 有 殿 过 ) 一 0， 或 rdz 一 zdr 一 9， 即 


dz 一 :5CXdY 一 3dy)- 《13 
于 是 ， 
人 2 2Y az wz 32 
YXY 2 Xe 4 yz 和 一 人 2 
由 《1 得 
区 对 一 有) 全 和 二 一 冯 训 故人 。 不 包 》 
攻关 一 有 2 寻 22 汪 一 人 全 和 一 入 环 人 》 古 十 力 全 可 名 


十 =GX2 一 名 3 本 2 一 三 个 3 


一 一 《X 全 % 一 wy) [2 和 交 好 |zdx* 一 xdy。 


一 [一 edx2+axyadwdy 一 ad 
二 (xs 一 y2)adxs 一 (x2 一 y23d28] 


一 2 一 了 村 和 2 十 呈 和 林 全 区 村 和 一 着 2 人 2) 
0 e 


于 是 ， 


了 且 了 


93 = -- 了 2 Gaz wye 


了 XE  《X2 一 xay 本 
2z 人 
章光 《2X2 .人 2 


538B7。， 区 十 刘 十 2 一 BT 一 CH3T5 
解 ， 等 式 两 靖 对 * 求 偏 导 末 数 ， 得 


昌 z ra az、 
1 十 再 二 一 台 六 1 一 .22z 


对 避 芝 章 
于 是 ， 
局 3 
1 
利用 对 称 性 ， 香 
Gz 
电光 一 一 虐 。 
显 见 
站 >z __ 可 二 > _ azz 0 
站 3W ， 
35588， 设 ， 
区 3 十 东 2 十 32 一 3XMz 一 个 《1? 
到 


FECXsyzD 一 %y2zs 
求 : (apxflv*1*1)， 设 z 一 zx。，Y) 是 由 方程 《17 所 
定 交 的 隐 范 数 ，《〈6) 上 矿 〔1,1,1) ， 设 一 y(x。z) 
是 由 方程 《1i) 所 定义 的 隐 范 数 。 说 明 为 什 委 这 些 导 


了 人 


器 数 相 于 ， 

解 《ay 证 下 (xywysz 一 %a 十 wa 十 22 一 3X92 一 0 
则 由 方程 《1?》 所 定义 的 路 函数 z 一 = (<，yw)》 的 炉 导 
请 数 zx 《xy) 在 《ti,1) 点 的 值 汶 


邓 
各 FlD| 


王 (1 1 17 

2 的 17 一 一 -一 一 一 一-- 一 
所 2511 1 县 FEcl:l:z)| 

好 了 了 权 了 
-本 2 
本 十 中 一 当 交 了 本 
-人 2 _、 
< K 2 十 忌 3z1] 。_， 
于 基 ， 


避 
9 科 (yx 和 7 《1 1 


_ 3 ， 
= 六 Fe +fGDa| ， 了 cf 1 17》 


工 四 


一 1 十 3( 一 1)= 一 2。 


匀 
FeDpD| | 
- 呈 
5 7y1》 ,_， 
于是， 
-TCFCxyyKxzseyz 放 
日 扣 Cl 1，13 


了 直子 


3589 。 


了 地 重 


一 区 好 |  。 ， 
一 了 六 1 二 可 1 71 |。， xin1y》 


一 1 十 2 (一 1 一 一 1。 

由 《al 与 〈0) 所 求 得 的 对 x 的 偏 导 函数 在 〈1:1,1) 
点 的 值 不 相等 ， 可 说 明 如 下 ， 和 

方程 已 《xywsz) 一 0 代表 一 个 空间 曲面 :而 jx， 
yyz)》 囊 示 定义 在 这 个 里 面 上 的 一 个 函数 . 画 数 和 CCx，。 
3 一 《xy ztx， 3 表示 把 原 早 面 上 的 点 投影 
到 Dxzy 平 面 上 后 ， 原 得 面 上 的 函数 看 成 在 Qxy 平面 
上 定 文 的 一 个 国 数 ，Cxx， 当 琉 示 此 函数 在 Ox 辅 方 
疗 背 变化 率 ， 它 不 仅 旬 依 了 原来 函数 在 Ox 轴 方向 的 变 
化 率 , 还 包含 了 原来 函数 在 Dz 辅 方向 的 变 人 发 率 的 一 部 
僻 ， 周 样 地 ， 五 (x，z 一 xx，?YCx20，2)》 天 示 把 
原 曲 面 上 药 点 投影 到 口 xz 平面 上 后 , 原 独 面 上 的 数 
看 成 在 Dxz 平面 上 定义 的 函数 ， 瑟 :(x，2) 表 示 此 画 
数 在 口 x 轴 方 各 的 变化 率 , 它 不 仅 包 含 了 原来 函数 在 DOx 
办 方向 的 变化 率 , 还 包含 了 原来 函数 酝 口 y 轴 方向 药 变 
化 率 的 一 部 份 ,一般 地 ， 原 来 函 对 在 口 y 轴 和 O 〇 z 轴 方 
向 的 变化 率 药 那 两 部 份 是 不 相 筹 前 . 
证 2? 十 2wy2 十 3z2 十 %y 一 2 一 9 一 0 求 3. ， 已 训 ， 


侣 ?zz _ 
到 三 当 一 1，23? 一 一 2，z 一 1 时 的 值 . 


媚 ”等 式 两 端 微分 一 次 ， 得 
2YXdY 十 4ydy 十 62d2 十 YdY 十 3 一 C2 一 0 


即 


《1 一 6z3G@2z 一 [24 十 390GxXC49 十 X7G2。 《17? 
再 微分 一 人 次， 得 
《1 一 62]C2z 一 6qdz2 十 20xX2 二 2dxdy 十 4d72。 《27) 
以 x=1，y 一 一 2,z 一 1 代入 (1) 式 ， 得 dz 一 二 dfy， 
再 以 z= 1 ，dz 一 于 d3y 代 入 〈2)》 式 ， 得 
_ 394 
好 ?2 一 噩 2x%2” 一 


dy 巡 


求 qz 和 dz， 设 : 
5590。-2 十 了 各 二 25 一 1 ， 
和 解 “ 等 式 两 端 微分 一 次 ， 得 
2 dx 了 本 dy 十 23ds 一 0。 
于 是 


一 所 ( 十 将 这 )， 
再 将 dz 微分 一 次 ， 得 
ja 一 一 2 (2 二 3) 一 (az | 


一 - ~- 35 


@ 7 和 2 232 针 %2 ，2M4 
一 一 2 ( 扫 二 加) 写生 十 33 江 dxdy 


559T。X3Mz 一 基 十 3 二 2。 
甫 ”等 式 两 庙 微 分 一 人 次 ， 得 


zctx 十 %zay 十 X%3HG1z 一 GX 十 dy 十 dz。 (13 
于 是 ， 
dz 一 一 《1 一 92 二 EL 一 z3 卫 人 cz) 
工 一 入 少 “ 


对 《1 )》 式 再 微分 一 次 ， 得 
22GYX 妈 站 二 2XCY2 十 22 十 9 人 22 一 可 2 。 《3) 
已 《27) 式 民 入 《3) 式 ， 北 简 驯 理 得 


喧 


一 此 1 十 xyD)Gx3yy 寺 六 oo 


31 一 y22Q0Y2 一 2zCX0Y 十 1 一 X2)G3 2 
《上 一 必 7 “ 


忆 


5592。 二 一 lan 二， 
之 了 


解 ”等 式 两 庙 微 分 一 次 ， 得 


zx 一 2d2 oz 区 
2 了 部 “ 


785 一 - 


于 是 ， 


__zC3GX 二 2dy] 
dz= 了 二 * 


到 
对 《xz) gz 一 zcdx 十 林 dy 再 向 分 一 次 ， 得 
《十 ze 一 一 (《x 十 Gd 十 可 zx 


22 习 
二 2-lz 加 一 一 加 信 
多 3 


和 关 3 名 3 
二 -一 dz 十 -22dydz 一 人 cy 一 一 (dz 一 过 了 
之 本 3 节 忆 安 9 和 ( 加 | 


2 且 本 和 十 2G 4 一 《区 十 2) 要 本] 


多 2 十 人 
一 2 人 一 
是 中》 “ 
于 是， 
个 z 
az 一 一 -之 《yy 代 区 一 世 可 和 


， 了 2 全 上 23 


一 光 
3395。， 忆 一 区 十 arc ti 一 


解 ”等 式 两 计 微 分 一 次 ， 得 


dx 十 1 - 2 
1 十 一 之 一 可 2 


87 


之 -一 项 


< 二 全 35 十》 二 1 3， 
再 对 上 式微 分 一 次 ， 得 


好 2 一 号 % 二 


3 1 sq 
3 2 一 Fe 二 CI 并 ( 2 


十 3 十 21)qyKCdz 一 cx 一 (> 一 2cgy 

< 于 2322 一 和 2 一 避 2 十 2369 二 二 2 于。 
将 dz 代入 化 简 整 理 ， 即 有 

> 2K(X 一 2CyY 二 1JCCX 一 z)2 十 32] is 
4 二 ECx 一 z72 二 4 和 十 》 S23 
53594.。 设 4 一 3CX 十 ya82 23 一 0， 求 Gu 

解 ”等 式 两 疝 微 分 ， 得 

和 2 本 本 一 3 人 2 芝 十 营 3 一 6 大 十 3JGE 二 3Sz2y 一 个 。 
于 是 。 


一 8 如 十 可 4 一生 2 可 
42[ 一 2 人 十 3 ” 


中 


、 和 2 23 一 晶 2 2 


解 ” 等 式 两 端 对 “ 求 储 导 函数 ， 得 
， (1 + 台 ) 二 FE- (ax 十 2z92.)} 一 e。 
于 是 ， 


az 丽 ,ax。 ai 
ax 环 ; 二 22 页 2 


T8 生 ， 


网 法 可 得 


Gz _ ， 开 i 二 23 忆 > 
yy 下 十 22 下 2 
《1)》 式 两 端 对 y 求 丛 导 画 数 ， 得 


zz 1 ， ， 
局 wy 《 百 ' 十 多 z 后 六 3 托 珀 ,二 22 有 3 
,CC 十 2X( 瓦 门 一 《天 十 2x2 
CC 十 22 


_ 1 ， _ ， TI 
下 
所 天 一 喷 五 五 2? 十 和 (332 引 
_ 2 一 全 PT Te ww 
十 瑟 六 和， 《 严 22 3 《 瑟 1 全 
2 (二 2x 杞 《十 23 克 2 
{ 素 1 二 22 本 3)3 " 
现 分别 求 《Fi 及 《〈《T 开 1 
《所 六 一 和 十 z0 士 百 加 (2 十 2z207 


《五 2 六 一 下 KEz0 十 珀 cas(29 十 2225 
广 意 到 


2 呈 Ke 一) 瑟 3 2 一 衬 ?》 王 ) 
1 十 基 一 -下 十 2 古 ， 2 二 25 一 天 二 223 严 ， 
即 得 


玖 (开关 一 百 2 开关 二 五 ， 二 


59 


2 一 二 ) 吾 1 


十 好 22 万; 十 22z 下 2 


_ .2 一 多 )P2 『 站 28KY 一 2 
下 


一 -人 YY 一 2 |( 和 2 兢 间 一 2 且 下 二 CRFa22m| ， 


十 2z 
于 是 ， 


口 2z 4CXY 一 立 放 有 一 名 了 H wm 虽 Jr 
5355 《 开 十 2z 素 335 让 


一 2 十 《1 


(上 23 开 十 2y 交 2 
攻 王 1 十 ZJ8 


az ia 
5896， 设 己 (x 一 >，3 一 2，2 一 x) 一 0， 求 5 和 5 


解 ”等 式 两 端 对 地 求 偏 导 函 数 ， 得 
甩 十 (一 52) 二 FS 一 1)=0- 


于 是 ， 


同 法 可 得 


T9 办 


四 关上 四 22 
5597， 役 瑟 (X%，Y 3， 于 和 十 避 ) 一 门 ， 求 32 ， 避 和 5 


和 解 ”等 式 两 端 分 别 对 * 及 对 y 求 偏 导 函数 ， 得 


十 FS 二 FS (1 十 9) 一 0， 
FF 十 PP 人 (1 二 -3 ) 一 0。 
于 是 ， 
喷 =- (+ 二 让)， 生 一 (1+ 全 


再 将 5 对 x 求 偏 导 冰 数 ， 得 
zz 荆 T 站 2 疝 名 
把 到 二 [EPE+EFie (IT32 
二 Fi 十 二 和 十 Fa (1 二 22)]. 


Lam 区 1 + 和 中 . 


将 3z 代入 化 简 整理 得 


加 2 了 1 ， 可 rr 呈 
本 一 一 RE 打 F 2 (下 人 十 2 屯 入 十 瓦 加 ) 
一 2 十 玉 20) 有 《十 殊 各 ?十 (五 4 十 五 2 72 瑟 v | 
5398， 设 FCxzz，32) 一 0 ， 求 3 学。 
T93 


和 解 ” 等 式 两 端 邓 求 储 导 函数 ， 得 


上 全 中 妆 三 
开 (2 十 % 3) 十 下 2 少 5 一 丰 。 


于 是 ， 
9z 补 1 
妆 世 区 古寺 勾 下 3 
将 3 再 对 xx 有 求 偏 导 函数 ， 得 
好 2z _ 了 于 qq。 ， 三 
9 - CETJstCxF1+TyF2) LULF'3 


十 地 三 和 (> 十 xx 三 ) -Etay32 ] 


-PS+x (ET (zz 十 ze ) 十 严 和 ay 3 


十 以 开 2 (2+x32)+ Pay32 ) jz 让 ， 


将 92 代入 化 简 整 理 得 
刁 ?2 一 一 _ 工 上 于 22 三 2 


昌 XE 《3% 天 十 久 有 >)3 
- 一 2 五 克 和 二 (本 32 天 7 一 22KC 有 1 
元 
5599。 设 〈3) 忆 (十 ， 了 十 2 一 05 


(6) 五 (这 ， 沁 ) 一 0， 求 dz 


了 2 


解 〈a) 等 式 两 端 微分 ， 得 


五 1 发 可 区 二 过 十 五 可 十 过 2 一 避 。 《17) 
了 于是， 
2 
可 和 十 吕 z 一 了 adX 一 上 3 2 下 和 2 
dy 二 az 一 一 一 居 二 22 


对 〔1) 式 再 求 一 欢 微 分 ， 得 

百合 屎 本 和 十 本 2 十 2 和 Ce 十 区 9 十 本 2 

五 2 可 二 2 二 (十 严 279z 一 站。 

于 是 ， 

dz 一 一 下 十 严 ， 二 7 1 TosCdxdeys 十 2 

所 CEX 二 Cd 十 gz 十 本 各 的 本 十 怠 z72 

工 中 下 上 上 PP 
TREE (一 2 
五 2of 王 2CdX 一 中 2。 

“62) 等 式 两 问 徽 分， 得 


FF -292d2 十 开 22 二 292 一 0， (2) 


于 是 ， 


2CRF1GY 十 厂 2dy》 
XF 十 义 且 2 ? 
了 号 广 


加 __ 22 《YX 一 Xad3y)》 
4 一 324 一 
zdy 一 ydz 一 一 203GY 一 Ad 


YX TO 
《22 式 磁 以 2 后 再 微分 一 次 ， 得 
da 一 wd) 十 2 开 多 


长 如 df 一 光一 42 下 《29 一 CE 
人 


- 一 《YE 十 和 一。 
于 是 ， 


碍 2 一- 一 3 [ET 《3dY 一 % 村 2] 


十 2 zGY 一 YEEDIf2G4 一 342) 
十 刀 Sa 《2zd3y 一 光 可 7 


3 一 冤 0 中 T 
CT3 人 和 


一 2 十 在 22 下 72]。 


3400.， 证 并 一 XCy。，z)，3 一 和 KxY，z)，z 一 z(x， > ?为 由 方程 


ECxy3yz) 一 0 所 定义 的 函数 。 证明， 
日 % .日 了， 日 


所 一 一 1 


yz 日 X 
证 根据 了 幅 芷 数 求 导 法 ， 有 


DxX_ _ 5 6 _ ez oz ozx 
5 SF 5 FF oz 了 王 
9 世 3 Bg 
一 三 式 福 乘 即 得 
ar ,ay7.oz_-_ 1 
By sz 日 % “ 
5401.。 设 x 十 ?十 z 一 0，22 十 知 十 2 一 1， 求 人 和合， 
解 ”对 >z 求 导数 ， 得 
可 工 3 
- 于 这 十 1 一 0， 
5 2 
联 立 求解， 得 


肆 % 一 宇 机 _ 送 一 芝 
Gz  % 一 ”de 区 一 了 


人 皇 2 马 一 克 吕 这 光 
3402。 设 x2 十 区 一 人 322， 和 二 了 中 必 一 2， 求 了 


了 


当 x= 1，y 一 一 1，z 一 2 册 的 值 。 
解 ”对 = 求 导 数 ， 得 


而 2 名 
本 22 


《13 


《22 


于 当 


国生 民 2 区 和 女人 
| -9 二 24 纯 5 间 十 2 (5 宇 ) 十 2 演 一 1)《3) 


3 二 9， 《47 


效 < 一 1,7y 一 一 1;2z 一 2 代入 1》 3 《2 时 解 得 


3- 岂 -1 
将 上 述 绪 果 及 x，?y，z 信 联 同 由 〈4) 式 所 决定 的 式 子 
纯 学 一 一 子 学 一 起 代入 《3》 式 ， 即 得 
dx 工 .dy 1 
0 


5405. 设 到 一 ye 一 0，3n 十 和 一 工 ， 求 弛 ， 汪 ， 322. 和 


避 廿 

丰 作 “ 

解 ”微分 得 
和 


闻 本 有 十 基本 有 一 一 2 本 一 下 


于 是 ， 
一 工 一 一 
， da 一 殉 于 7 《8 十 323EEx 十 [0 一 WU， 
3268 十 3 日 
问 舌 32 十 32 7” 83y 5%2 十 2 


了 9 要 


同 续 可 得 
Gu YU 一 AU Do Xi 二 30 


一 ] 吕 疏 。 
避 区 5 十 ”可 3 二 (xz 十 条 一 0 
3404， 齐 a 十 一 % 十 3 3 疙 一 区, 求 dasadoyad2a 和 dso， 


解 ” 将 原 式 改写 为 
从” 


Sim 人 一 此 Si 下 


微分 得 
本 8 二 一 二 《17 
5ima 于 可 二 cos 人 全 基 一 aingcdX 十 Xeopstdo。 【27) 
联 立 求解 ， 得 
本 一 1 [Csin 十 XpgsP7C 


SPCO8 召 十 CO08 生 


一 (sinmnt 一 芝 COB 了 坟 3 


1 。 
De 一 ~ 了 一 fsiamy 一 吕 003 如 全 和 
d Xeos 到 十 we0O8 5 >? ” 


十 Ksina 十 4eos 台 Gy 了]， 
对 (1L1)，《22》 臣 再 微分 一 次 ， 得 
以 2 和 十 芝 22 一 个 ， 
1 生硬 2 二 
sos 了 2DD 十 2co50 本 一 %siamep2。 


联 立 求解 ， 得 


了 果 


g&405 . 


了 9 全 


好 325 一 一 中 3p 一 一 [Cacos 妇 区 


DOS 冲 十 蚂 3 包 


一 %ainadoyiu 一 (2cos gagyr 一 8ia 捉 BE 


设 ， 


求 daydoy ds 和 dsub 当 # 二 1，y 一 1， 4 一 0， 5 一 亲 了 


的 表达 式 ， 
解 ”将 所 给 二 式 相 除 及 平方 相 加 ， 分 别 得 
18 六 一 交 ， 
2 十 2 
立 
微分 〔1 ) 式 : 
eca 了 u。 届 加 相 一 二 妇 汪 一 93 一 2 


人 区 


以 x 一 1 ，y 一 1 ，5 一 世代 入 (37 代 ， 得 


了 


一 : 开 
cm 一 本 纯 y 福 


微分 《3 ) 式 : 


_ 了 
2sec2 Da cd ) 十 sec2 世 
杂 汪 
甩 


《1 


(22 


37 


， 2 人 2 一直 
人 


一 2 区 可 一 了 避 人 ) 本 
网 《区 守 39G% 攻 和 7 


以 x 一 1，9 一 1， op 一 互 及 ca 值 伐 入 4 式 ， 得 


do 一 十 (dx 一 @222。 


微分 《27 式 : 


饶 一 
2 如 = dx 十 yd。 《57? 


了 以 x 一 1，y 一 1， 2 一 0 代入 (5) 式 ， 得 


古 时 十 可 少 
一 2 一 


aa 一 


微分 《5) 或 ， 


旦 w 一 局 严 二 
4e<f 2 十 2e 一 3C2GN 一 性 


一 如 %2 十 中 9 45) 
以 一 二，y 一 工 ，# 一 0 及 cx 代入 (6) 式 ， 得 
好 2 一 CX2 
5406。 设 
zx 一 证 村 1，y 一 扫 十 拉 2，2 一 1 十 打 *- 


dy 
求 zx， 过 兴 “ CE 和 xE。 


卫 号 多 


do 二 1 
解 和 
本 二 
可 2 皇 半 
下 1 
3 


3 2 
加 和 2 1 一、 卫 ” 
和 一 
本 了 可 > 1 了 
js (号 ) 232 一 芋 ) 1 
5 
本 3 
、 达 可 上 它 
往 ， 本 题 也 可 消去 + 以 求 42，92 ， 宁 沁 和 纯 六 、 事 


如 
实 上 ， 


34 一 (十 二) 一 一 X2 一 2 


z 一 [十 二 多 竺 一 1 十 喜 ) 一 xKX2 一 3 一 %a -一 3 


于 是 ， 
可 YY _ dz _ 。 
了 2 3 
和 过 ?了 
了 既 一 2 ， 一 5 


了 4 人 


5407 . 


再 将 * 一 上 十 十 代入 上 述 结果 ， 即 得 


重 ~ 2 (1 二)， 人 2 = 3 (#? 十 志 + 1 )， 
2 di2z 
9 一 2 ， 过 区 3 襄 =6(t+ 十 )。 

在 Oxy 平面 上 怎样 的 臧 内 方程 组 


光一 如 十 D 和 一 4 十 D2， 一 8 二 21 


f《 式 中 参数 zx 和 写 一 切 可 能 的 实数 值 定妆 z 为 变 
数 < 和 > 的 函数 ? 求 导 函 数 32 和 32 
解 由 4+a2= 一 xx，a2 十 5002 一 和 解 得 


一 区 二 AZY 一 X 。a 一 并 /23 一 x， 
之 笃 


其 中 23 一 “230 或 y- 必 - ， 此 即 所 求 之 域 。 


再 由 X% 一 兰 十 w 杰 ?一 十" 分别 对 x< 求 偏 导 画 
数 ， 得 


_ 吕 Y 日 开 如 已 
1 已 交 总 24 六 十 22 末 * 
联 立 求解 得 
问好 如 DO 纪 
和 (9 


又 由 z 一 8 十 03 对 2 求 偏 导 丽 数 ， 即 可 得 
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个 名 站 如 ago 


一 -” = -一 --- 一 一 2 
避 芝 832 3 十 3 右 共 3 已 一 由 
一 802, 上 一 一 3up. 
世 
园 法 求 得 


QQz 3 
， 盏 一 页 (8 十 2) 


注 木 题 也 可 消去 wa 求 台 及 3 ， 事 实 上 ， 
一 280， 


之 一 《 引 十 友 ) 攻 呈 一 芷 中 十 芭 2》 一 x 羡 > 一 六 


一 次 2 
一 可 《3 加 。 


于 是 ， 
oz 3， 3 本 
眉 和 一 互 字 可 共 Suuy 
oz 3 引 
7 一 人 和 可 C9 二 是 


但 一 般 说 来 ， 用 参数 表示 的 画 效 和 消去 参数 后 的 画 
数 ， 它 们 的 定义 束 是 不 同 的 。 


5408。 设 5 一 cosgeos 划 yy 一 cospsingz 一 sinapy 求 3 ， 
解 由 和 一 cosyeos 明 ，y 一 cosgsinb 对 x% 求 仿 导 本 


数 ， 每 
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1 一 一 5inagocn Se 一 cosgpsing3 旬 ， 


站 一 一 singainy 与 十 cospeosyS 生 - 


联 立 求解 ， 得 
号 和 eos 站 8 了 下 埠 
和 革 Si 7 区 CDOgs 的 “ 
于 是 ， 
3 一 cosp32 一 一 ctgpcosy， 
D2z da9z .32 + {( 喇 m 
Xp ax 十 本 7 
一 _ fos 网 /CO05 明 _。 Simn 仿 
的 3j 了 的 ) 于 etgOsin 芍 ， 人 GO ) 
_ os2 仿 十 sin 仿 8im” 和 sin2 由 十 aos2gcos2 人 
Si 3op in 3 入 ” 


注 本 是 也 可 消去 p， 纪 求 2. 纯 。 事 实 上 ， 


区 2 十 各 2 十 之 2 一 cos2peoas 切 十 coa2g78imn2 作 十 sj 孜 2 人 7 
一 Cos2g 十 sin2 人 一 1。 


手 是 ， 
zy Dz 3 
2Y 二 237 一 ， 了 一 一 也 ， 
日 
癌 2 局 人 名 2 十 党 2 一 
站 时 2 局 马 人 


了 2 人 1 子 


四 082 抱 6082 本 


Si 了 3 扩 
5409。 设 x 一 weosp，2 一 weian。z 一 "， 求 9232， 92 其 
昌 弛 鲁 3 局 XBy 
全 2z 
Q3“ _ 
和 解 ”本 题 求 巩 分 ， 可 将 所 有 的 二 阶 仿 导 冰 数 一 起 求 
出 。 


如 和 一 COsz 本 各 一 扣 3imredt， 
可 3 一 sinzoza 十 ucoaotdfp 。 


联 立 求解 ， 得 一 
研一 Coast 弛 2 十 sinrcyy， 


dr 一 二 人 一 im 人 fl 小 csz 妈 7 


3 站 一 一 3ing 可 汪汪 cosm 芝 3。 
再 对 上 式微 分 一 次 ， 得 
82D 十 didc 一 一 cosodpdx 一 ainomody 
过 一 Quad，- 
于 是 ， 


好 22 一 2 一 一 了 datdo 一 一 吉 攻 DsgGX 十 in 可 信 了 
一 simnubgX 十 osed3D 
一 总 (sinuecosocdxz 一 CDS2PD 可 区 芝 和 一 sinUcosDt 2 


腑 而 有 
204 


避 吕 ? 条 2 ， 站 
全 宇 宫 COs2m 站 22 号 主 刀 空 你 
DxGJ 站 间 


注 “本 题 也 可 消去 必 o, 由 > 一 5 一 are tE 二 获 解 ， 
5410。 设 z 一 2KxX，37 为 由 方程 组 ， 


省 一 6 另 一 局 2 一 是 吕 
(及 冲 为 参数 ) 所 定义 的 函数 ， 求 当 xs 一 0 发 o 一 0 
时 的 az 及 da?z， 


解 dx |,-s 一 edu 二 ao》 | ea+ ae， 


”| 一 EC 一 台 0) | ,= 四 一 da。 
到 后 7 玫 


于 是 ， 当 2 一 0 及 2 一 0 时 ， 
1 TI < 
cu 一 冯 《如 xX 十 要 4 罗 2 一 人 六 C9X% 一 民 y)5 
可 三 一 站 全 二 十 0 一 站 
一 十 2 十 2 一 2G9d 


-- (十 <)(22 二 2) 一 二 Cdxs 一 dy2?。 


3411。 刘 z 一 X2 十 yy ， 其 中 小 =3x 汶 由 方程 xz 一 YY 十 


可 卫 袜 
区 天 了 


一 1 工 所 定义 的 函数 . 求 5 


解 ” 先 田 za 一 xy 十 9 一 2 


80 


2X 一 一 3 十 2 一 0 


2 一 2y 17 一 X31 二 2372 十 2 一 0 ， 〔17) 
于 是 ， 一 加 “ 
呈 世 一 了 全 (X 一 六 汶 二 2 各 
1 一 站 一 一 本 
了 一 2 长 基 一 2 全 3 《总 一 全 3 


2 交 24 一 2Cx2 一 多 2 
本 2 十 23 了 3 一 上 生 区 十 中 元 二 2 一 


鱼 


台 
中 芝 一 2 十 2312 二 23143 一 33 二 


32X 一 少 )》 十 看 关 
-~ 加 一 2 了 《学 一 下 分 38 


5412， 设 zx 一 二 ， 其 中 = 为 由 方程 式 zer 一 2e< 十 ye 所 


。 | 
定 广 的 孜 数 ， 求 5 及 y 
解 ” 头 26 一 Xe 十 ye 两 端 微分 y 得 
ef 十 z)G2 一 EC1 十 区 )GY 十 eeK1 十 条 ?和 。 
文 末 


gr 人 CC 忆 十 了 ?加 着 十 过 放 十 关 ) 荆 


= 1 
长 3 十 忆 7 
一 攻 基 十 已 ) 生 一 【和 十 兰 ) 人 也] 


一 人 0 二 20dx 一 (x 寺 22d3 十 (3 一 22023 


0 如 


一 -1 r(y 十 zyggx 一 (Kx 十 2 加 


《9 曙 十 立 )2 
《 情 一 %)exL 十 2 一 基 2E7C1 十 也 
和 2dy 
故 得 
ou- 1 工 长 十 1) 少 一 冯 ] 相 < 一 


7 了 Ts rz 二 ICy 下 35 


at 学 十 关 〖《 则 十 1 关 玉 一共 》o 一 > 


7 .Gy 十 2]8  【〔2 十 1C2 十 33 
5415， 设 方程 : 
芝 一 四 Ca 2 多 一 名 De 区 KDD) 
侣 2 | 册 之 
定义 了 为 闪 和 ?的 函数 。 求 w 下 
解 允 x 求 彤 导 函 数 ， 得 
Wi 08 Dog 9 


于 = 一 一 - 一 一 


Du Go Ba 避 o” 


0 8 au ， au ao 
9 QQx Do gx” 


问世 YY 


ax aox an 8x“ 
由 (1 及 《〔〈《2) 解 得 - 


ak TI 遇 凤 _ 昌 昌 
GxX 了 go ”dx 虽 zw 


-上 上 
了 


《17 


攻 纪 7 


《37? 


《4》 


Z07 


忆 2 


名 


oz _ ae 上 ah ao 
at 本 
3 


7 避 / 
让 


抽 将 《4) 的 结果 代入 〔3 ) ， 即 得 


DOz_ 子 (3 人 区 避 节 3 )， 
问世 站 2 日 p 旭 m 
同 法 求 得 
空 = 卫 (39 日 X 。 口 名 az 
GD 妆 世 台中 分 员 
35414。 设 : 
汪 一 加 (4974 一 有 Cdso》。 
求 反 画 烤 ， a 一 红 Y 9 和 2 一 of 的 一 阶 积 二 
导 汐 数 . | - 
解 ”和 袜 分 二 次 ， 得 


G@x 一 9 十 oocro， 
-一 归 c 十 风 qo， 
站 一 orqa2 十 201adaao 上 十 呈 coa 
十 goicf2u 十 gcfzo， 
D 一 甸 并 2 十 3 区 Gd 十 及 号 可 0 
十 风 qfzz 十 名 dlau， 


阶 偏 
《322 
《27 
《32 


民生》 


其 中 右 下 角 宗 导 1 ，3 分 别 代 表 对 u，n 的 储 导 画 数 ， 


余 类 推 ， 


令 了 一 2i 刘 2 一 22 的 ， 则 由 《1) ，《2) 可 解 得 
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au 一 本 ( 屿 ax 一 md3)， 《5》 


da 一 了 Co4Gy 一 由 dx)。 《》 
于 是 ， 

TD 

Bx 了 2 on” 9y 了 Do” 

on _ 419 oo 10P 

问世 er” ay 了 Ton” 


由 《37 ，(〔〈g) 解 出 可 9ydzn， 和 把 (5) (67 的 结果 代 
入 ， 邑 得 

dad 一 十 CpGCgiiaaz 二 2912dado 十 名 acdoz2) 

一 和 Cemaaz 二 20 2 加 2 十 的 22 国 下 


一 -起 CC980 一 关 o02( 吕 qz 一 52d323 


二 2 的 2 俯 12 一 功 290123 帮 2 可 多 一 六 2 本 国人 可 
一 四 可 汪 》 十 改 92 及 32 一 下 29023 5 一 甫 zx72] 


加 二 寺 
一 训 人 十 2 二 


二 丙 大 的 素 邓 ， 色香 
候 - 二 [(3 3 光一 得 98) 
扣 : 


忆 忆 所 2 癌 忆 


口 P 总 章 太 站 30T 


和) (和 让 一 和) 


209 


癌 丰 日 功 日 提 口 : 仿 站 态 自 。 日 雪 、 
-中 东芝 502 ， ap 5 全 从 3 ] ? 


d 贡 -2g  Dg 口角 
总 = 填 攻 下 5 了 2 Du DHs 2 ) 


ao 3 (2 ap _ap 92 ) 


az an du DaGD pz audrr 
~ 《99 0 二 ao 3 由 十 (3 日 2 凤 
局 4 十 TD Bt oa 


中 9 由) .9 口 攻 
”ep dpzy an 9g 


引 | 站 g 日 2 态 日 长 日 207 a2 
3 Do an Du 982 
ap az 明 0 szg 

2 《5 Drop ” do Daadp ) 


Bo Bep 73 D2? 轴 9 凡 9p 22) ] 
局 芭 口 避 吕 za 四 mr 站 中 “ 


3 他 > 应 癌 ? 由 
同 法 可 求 得 dzn 和 -3-， CDxXBy 已 咏 2“ 


3415。 设 Ca)x 一 weos 本 ， 一 aain 二 3 
《6 和 一 于 十 ein 一 6 一 人 as 


aa 
Bx” 9 DGx” ay 


解 ”利用 3414 同 的 结果 求 之 ， 


了 


2 一 cos 十 ain 人 人 2 一 一 sin 三 ， 
给 一 sin2 一 人 cos2， 一 cos2， 


忆 ， 时 邓 四 
十 业 sinjcos 开 一 [一 sin 民 ) 
中 下 入 、 吕 


“fsin 三 一 和 cos 工 ) 一 1 。 
认 刘 让 


Ga _ 工 ou 2 2 上 上 0p 戏 

0 

Oo 一 工 G 则 DasD in 

和 了 Qi 竺 区 了 

po90 Din 卫 十 eos 王 
ET 了 呈 “ 


于 基 ， 


避 扩 |  。 DO 

车 台 十 3ii， 局 人 #CDsty 
担 a 自 ， 
3 一 Coasty ， 与 半 一 wsinu， 


立 一 《6 十 3inDDWasiay 一 《ea 一 cosojieoag 


一 #LeCsint 一 cosc7y 十 工 。 


及 而 得 


机 失 有 让 . 
时下 (sing 一 cosd) 填 ， 


Our 妇 虽 当下 

可 eeinz 一 cos7 十 1 ， 
em 人 一 co 5 引 

可“ aeainnr 一 coiog7 十 TI ， 
癌 唱 Et- 二 smry 


日 “ 人 LGA 人 5inz 一 coap》 十 ] “ 


5416. 郴 数 8 一 此 xz) 直方 程 给 


站 站 全 


苹 一 了 CX， 3 区 区 区 四 2 一 自 ， 
机 长 交 > 3 富 ) 一 站 


本 二 下 
定义 ， 求 呈 2 和 全 起 。 
解 ”微分 得 


dz 一 dx 十 肪 dy 十 产 de= (ay 汪 +aya 


侣 
二 dz )F， 

， 了 ， 眉 站 
0 一 号 = 可 X 十 有 本 十 8 本 2 一 (ax 二 923 


十 cz)E， 


《17 


0 一 dx 十 的 Gy 十 放 qz 一 (dx 及 3 


本 


adgSy 玉 》 CE 六》 Cg 
邻 5Cvya7 Y) 一 1， QCzsx) 1 ， DCxwy7 1 


由 5C327，(3)? 可 解 得 


dy 一 天 dx， dz 一 - 信 dx. 
将 g，9z 代入 (17， 得 


cu 二 Fax 二 全 和 dx 直 疡 ,了 


一 CT 玉 上 Ta 及 十 了 天 dx 一 二 dx， 


四 下 昌 ， 且 3》 
da 了 
gx 了 


对 《17， 【《 立 7 《3 式 再 求 一 次 微分 ， 得 


do 一 (ds 总 二 dy 交 二 de) das 
十 fd z， 
=(dx 亲 : 二 eey 训 +dz 呈 ) g 上 gd23 


《3) 


， 则 


《)》 


季子 


十 Bsdlszs 45? 


日 所 日 和 
0 一 (dx 十 dy 有 十 dz3) 8 二 入 42 


十 Rd2ze。 《67 
于 是 ， 


站 


1 ， 各 2 “ 
dy 一 下 [gd 和 ddz5 


一 下 (dx 十 dy 是 9z) |， 


(dx 总 Tay 汉 二 dz 六) | 


DCP:F7 ar 8s? 一 
令 辽 yy， 雹 1 0yy2 5， 


代入 47， 即 得 
工 已 届 问 Ya 
dz 一 下 Ti (qz 二 dy 于 d 二 了 


并 洗 dy 正本 ?z 


十 了 (ex 总 +qy 访 +d 训 号 
+iei(dz+TdyaeTds 襄 ) 中 
和 百 以 dy 一 42dx 及 dz 一 了 dx 代入 上 式 ， 即 得 
工 】 


了 了 避 


曲 


汪 +7 ) 7 


下 
.95 基 一 训 [ 辣 (二 如 七 了。 


中卫 《 二 二 1 ) se 
2 
Te 人 Ti 虽 ]. 


到 17。 画 数 4=2#x 3) 由 方程 组 
一 下 Ci 度 人 3 Rs 分， 下 Ci 一 站 


他 中 后 下 
定 沁 。 求 训 六 了 yw” 
解 微分 得 
G2 一 了 ar Fo 十 天 本 2 二 天 《1》 
0 一 gg 十 Sa 《2 
b 一 下 可 zc 《37 


DLLE， 朋 》 
信 呈 Drgzt 而 由 523《3? 可 解 得 


dz 一 产 民 一 88DG3， 才 一 天 区 区 本 ?Gy 。 
1 旦 
将 dz 及 df 代入 (1) 式 ， 得 - 
da 一 扩 Gx 十 户 d3y 一 可 (及 用 一 Ad3。 
了 


于 是 ， 
日 虽 日 ， 
兰 一 六 ， 司 量 盖 瑚 十 gs 了 


妆 了 末 


DR 了) 
其 中 疡 一 2 。 


341418。 设 ， 
里 一 下 CD 六 一 呈 [ 相 下， 友 》， 关 一 真 (1 
站 芭 口 24 口 下 
一 求生 ，57 和 8， 
解 ”微分 得 
可 YY 一 天 Ge 十 疡 dp 二 arp， 
可 一 8 十 BC 十 waro， 
可 2 一 外 Cg 十 下 ,Go 十 用 ao。 


有 CCFE,8D) _ 
念 工 再 Cabvay ， 由 有 


gxX 六 7 | 
一 二 er | 一 二 2 了 7 二 
au 一 末 2 和 有 
总 有 


DC _ DBKpsf2 BCFg) 

其 中 1 二 了 Co， 71 一 0， Ts 一 Cu。 
于 是 ， 

az _ 7 an _ Ts eu 了 

x 了 ”yy 了 ” 站 3 工 “ 

5419。 没 通 数 z 一 z(x:y) 清 足 方程 组 

jz hy25t) 一 人 BYXyyy2yt) 一 0， 
式 中 + 为 参 变 数 ， 求 dz， 
解 ” 微分 得 


忆 本 寿 


35420， 


dx 寺 六 Gy 十 Pad 二 rc 一 站 ， 
有 二 十 gd - 
把 dz,cd 泪 作 未 知 数 ， 其 它 为 系 获 . 解 之 得 


dz 一 下 [有 Cg5dx 十 且 d2 一 如 《Fecgx 填 下 
号 


一 - 声 CGfg 一 FDdx 二 CH 且 一 本 7 


TidX 二 Tel 
了 ?了 


BF 人 BF8 BCF8] 
其 中 了 一 -我 开交 ，1 一 -下 全 0 


襄 2 一 FFCz7， 其 中 > 六 由 方程 式 之 一 xdTyeoxz) 所 年 
多 的 为 变数 < 和 > 了 的 隆 函 数 . 证 明 拉 格 朋 日 公式 

DG 1 

下 和 5 一 -二 ec “ 


证 az 一 dropzady 二 opt292。 计 是 ， 


中 世 1 


日 X 工 一 yp 并 23 


用 辟 
37 一 ii 一 yp 55 
从而 得 
na 日 站 尼 
一 ((z)3 一 了 《z29Cz7 和 一 %《z) 


即 当 一 1 时 ， 拉 格 明 日 公式 汶 真 . 


芋 太 


对 于 任意 可 徽 函 数 5Cz7， 有 


曲 口 芭 实 3 
吕 3 3 | = 一 号 《37 司 


问 z 他 号 
一 史 (z28 (2 亲 妆 司 六 3 十 全 (z (3 


一 >(z781(z232. 好 +s6z?| Ce? 呈 


3 襄 & 忆 z 妆 下 
一 有 百 辣 
gp 2 有 《2z7 瑟 二 元 十 凡人)8(C2) 一 


十 更 (z28C27) S 可 


_ ar Du 
一 了 ODSKz) 本 


念 ez 一 oz， 得 


3 交 - 洒 ( 直 )- 地 [ez 吕 j 
= 如 [ez 闻 


公式 为 真 ， 即 有 

焉 

蕊 |. 
于 是 ， 


即 当 1 一 2 时 ， 拉 覆 朗 日 公式 也 为 真 ， 设 当 靖 一 上 时 ， 
加 tl 操 
避 3 = 部 ee 忆 
at 31 ac， 
问 3E4I = 站 区 [ (2732 站 


2 


一 Ge Ta 
回 革 吉 多 


To 弱 站 
3 Cz237 | 


9 ti Qt 
0 Le (> 三 7 7 


Ce 3 | 
m 《7 


归 
即 当 #* 一 8 二 1 时 ， 控 祝 朋 吕 父 式 也 为 真 。 于 是 ， 对 于 
一 切 自然 效 4， 均 有 
全 "下 本 加 全 
3 re 
35421。 证 明 ， 由 方程 
加 一 Gz， 3 一 已 2 一 站 (17 


[其 中 亚 Cuaz2 是 变数 xs，a 的 任意 可 往 分 函数 ，a 和 图 
为 常数 ] 所 定 叉 的 函数 > 一 zx y) 为 方程 


解 由 于 


日 护卫 
一 护 " . 站 二 二 十 更 一 目 一 二 1 一 
1 “353 51 257 ? ， 


故 有 


2 了 9 


3422 . 


工 字 如 


az- 9 oz- 
问世 人 EN 十 志 感 。 ” 站 多 包 十 右 画 。“ 


将 上 面 二 个 等 式 依次 乘 忆 ae,P ,然后 相 加 ， 即 香 


如 = DGz 
“x+057 一 1， 


这 就 说 明 = 一 z(x, ?为 方程 cS< 十 05< 一 1 的 解 ， 


等 式 c32 二 6532 一 E 一 0 表示 划 面 1》 上任 一 


一 1 
点 PiCxivoyiyzi) 的 法 向 量 fi 一 人 | ，32| >，， 


小 


一 1 毕 与 向 量 密 一 fa,b, 革 竹 直 ,过 点 P, 作 平 行 
71 的 直线 f) 


涛 一 汪 全 
9 1 
吻合 所 上 的 点 皆 在 曲面 《1 上， 于 是 ， 哮 硬 《1) 
是 荚 钱 平行 于 r: 的 柱 面 。 一 
证 上 明 ， 由 方程 
” 涡 一 0 网 一 东 6 _ 
了 二 ”- ) 一 0 改写 》 


一 26 ” 2 一世 0 


[其 中 驰 Caya) 是 变数 和 = 的 任意 可 微分 函数 ] 所 定 
次 的 晒 数 2 一 sw) 满足 方程 式 


(zx 一 zo) 3 二 (> 一 20732 一 > 一 zo。 


说 明 曲 面 《2 》 的 几何 性 质 。 


解 由 于 
2 一 30 一 《一 0) 《yy 一 yo)92 
一 3 全 
西 . ax 一 三 9x 一 0， 
{3 -一 0 《 衬 一 3032 
避 z 局 = 
《和 一 %%o2- 总 一 20 一 【入 一 0 一 
一 本 ”32 一 0， 
《xz 一 2022 f 训 一 二 0 
故 在 
局 《z 一 z0) 男 ， 


百 fx 一 %o 功 ,十 《一 0) 思 。“ 


问 一 加 { 了 一 习 o7G2 

器 4 《一 %0 ED 上 (yy 一 %o) 史 > “ 
将 上 面 二 个 等 式 依 次 乘 以 x 一 及 3 一 23， 然后 相 
吉 ， 即 得 


Cx 一 zao)32 十 人 7 一 yo732 一 2 一 so 

本 题 获 证 . 
2 oz  ， __ 
等 式 人 X 一 各 ) 避 区 二 长生 一 区 0 司 要 《z 一 zo) 一 0 表 


示 轿 面 ( 2 在 其 上 性 一 点 瑟 : 《YXa， 光 zz) 的 法 向 和 量 


5 一 人 3 口 
2 一 1 Po，” 吾 y 


_ 一 
po， 一 主 人 与 向 量 rz 一 [xs 一 x%oy 


风 2 一 区 py zz 一 2o 王 直 . 作 过 点 0 2030 poD7 有 > 
《xzay2yass2a) 的 直线 1 


人 2 了 


3423 。 


223 安 


一 和 3 一 Je 了 一 2 


区 2 一 只 站 吕 2 一 水 6 呈 一 人 
易 条 1 上 的 性 一 点 尼 和 在 曲面 (27 上 。 于是， 曲面 《2》 
是 项 点 在 Pu 的 锥 面 。 . 
征明， 由 方程 

如 士 珀 w 二 ez 一 王 (X2 十 和 3 十 233 《名 


ff 其 中 臣 ( 的 是 变数 2 的 任意 可 微分 男 数 ，c， 和 为 
常数 ] 所 和 定义 的 函数 z 一 zxsy) 满 足 方 程 


口 之 OOz rr 
攻 妇 提 pz 7 司 六 十 《92 一 6%) 届 三 一 P 季节 


说 明 曲 面 《3 ) 的 玫 何 性质 . 
解 ” 由 于 


侣 之 日 z 
5 十 er 一生 以 24 二 22 三) ， 


.9z 


+c37 


一 理 (2y 十 2z32)， 


故 有 
Dz 24 太 一 G Da 33 本 一 已 


局 次 6 一 22 瑟 ， 昌 了 一 223 吧 ' 


将 上 面 二 个 等 式 依 次 秩 久 Cecy~bz) 下 《az 一 cz， 天 
后 相 加 ， 邵 得 


zy 一 cxy 32 
〖e3 已 7)， 二 《GZ cx 可 


区 2 名 一 上 MKCy 一 百 3 了 十 《2 一 中 )KGZ 一 CX) 
尼 一 23 


《ec 一 2z 绩 ' 3 一 昔 人? 一 由 学 一 站 3 革 
一 22z 人 号 


本 题 蓝 证 . 
设 PasCxayyayza) 是 蝎 面 《37> 上 任意 一 点 ， 和 因 


、 记 7s= fa,5,c}y 、 由 于 曲面 《3 ) 在 已 点 的 法 向 量 为 


一 日 = 卫 
亲 3 一 -32| 。 ， 到 | ， 页 由 方程 
《cey 一 5z)9z 十 (az 一 cxy92 (px 一 ay) 一 他 
避 % 日 4 
知 


导 工 (已 ,x 呈 )， 
其 中 已. 一 fy。yy syzs}， 
设 由 原点 到 呈 。 的 距离 为 了， 即 
2 二 33 十 2z3 一 以 > 。 
考虑 平面 
II: ax 十 用 yy 十 ez 一 吕 
和 过 点 书 。 的 球面 
信 :  %a 十 y2 十 zz 一 坟 z， 
并 设 平 面 工 号 妹 耐 $ 的 交 乡 为 筷 ， 财 
1 由 点 吓 : 在 井 面 《3 上 可 人知 
Ga 十 问 y3 十 ez 一男 (xx 十 3 十 2 
即 
可 一 员 (a2)》. 
这 明 曲线 C 二 的 点 的 坐标 皆 满 足 方 程 (37 ， 即 则 
线 C 居于 曲面 (3)》 了 上 ， 


吧 了 2 于 


3424 


2Z24 


2 “由 开 为 平面 ，S 为 球面 知 变 钱 C 为 一 圆周 葛 
线 . 

3 图 避 的 圆心 名 好 为 由 原 上 到 平面 英 的 王 足 ， 
页 名 点 位 于 过 原点 且 与 平面 辽 重 直 的 直线 | 上 

综 上 所 述 ， 可 见 旧 面 《3 ) 是 以 直线 


。 涡 3 辽 
人 
为 旋转 轴 的 旋转 曲面 。 


函数 z 一 2(xwyy》 由 方程 
2 2 2 空 
2 二 中 22 人 (全 
所 给 出 ， 证 明 ， 
避 2 OOz 
(和 一 六 一定 让 二 23 吾 帮 一 2232 
证 ”由 于 
站 有 衬 映 
22% 士 22 二 一 玫 作 - 让 
故 有 有 
虽 z 2 
问 池 7 人 (人 一 2 


疗法 可 求 得 
5z 人 


ye 


于 是 ， 


日 z 站 z 
3 一 由 2 一 2 一. 
瓜 芝 多 忆 局 十 号 区 风 可 


2XYAJKY 十 22 一 %X2 十 2XCXC2 一 J2 二 28 一 了/ 


JiC2z 一 站 
2X32K22 一 上 
一 人 yz 一 7 一 242， 
本 题 获 证 . 


3425 区 数 z 一 zf(xy, 2 由 方程 
( 和 十 3915 史 十 2X3) 一 让 


所 给 出 证明; 
侣 z Gz_ 
Y 交 十 了 届 了 一 名 3 
证 由 于 
忆 
F (1+ 二 32)+Fi( ax  )=-o， 
,ez 
FF 一 52 -1 1 十 鞍 全)= 9， 
故 有 


2 JJ2z 了 一 X27 刀 间 z 2%zF 卫 3 一 光 2 
83% 。 %KYXYEI 十 3 yy 区 YX 十 了 页， 


x92 4 wasz 一 了 2z 了 2 一 和 2 有 十 光 2 下， 一 党 放下 1 
yy X 天 十 区 天 


225 


3426 。 


了 2565 


(2 一 区 95Y 下 十 光环 2 
1 十 生 天 2 


一 一 东区 ， 


本 题 获 证 ， 
证 明 :， 由 方程 组 
0 


一 党 3i 罕 十 有 CO8 术 一 于 7 
[其 中 aa 一 CCz，31 为 参 变 数 及 Fa4a) 为 任意 可 微分 的 
画 效 所 征 六 的 画 数 :一 2(x yy) 满足 方程 式 


操 
(52) +( 吧 一 人， 
证 由 xceosa 十 ysinz 十 lnz 一 cy 两 端 对 守 求 护 导 


画 数 ， 得 


cosc 一 xsina3e 十 cos saw.9c 二 仙 志 


口 和 人 避 归 区 
__ ac 
7 (2) 避 生 “ 


站 代 六 于 式 ， 即 得 


cosa 十 二 2 一 0 或 3 一 一 zcosca。 《17》 


司法 可 求 得 


二 一 一 二 aint 。 2 了 
将 1) ，(《2) 两 式 依 次 平方 ， 然 后 相 加 ， 划 得 


个 衬 可 匀 


3427 . 


3428， 


本 题 获 证 ， 


2 一 Cx 十 衬 十 Ja)， 
， | 
0 一 zx 一 二 十 FAKa) 


所 给 出 的 函数 > 一 =(*，2) 满 足 方程 


dz 一 “dx 二 十 cyT[ < 一 妆 + 了 cz) jac 


一 妈 吕 2 十 二 cy， 


菩 有 
qz 问 忆 四 
Ex” 
于 是 ， 
9z oz , 研 
了 1 
本 题 汞 证 。 
证 明 : 由 方程 组 


[之 一 天 (7 一 %af32 区 2)， } 
【一 天 好)] 站 7 信 ) 一 -全 人 


237 


所 定义 的 函数 > 一 zx 满足 方程 


Da az 
悍 Y 一 2 


证 2[z 一 AKCDTT 可 = 一 天 GDGG] 一 [32 一座 272X 可 
十 %2K24 好 一 22ccx)。 于 是 ， 
[zz 一 下] 一 的 2 一 让 23 妇 人 十 交 汪 3 芝 果 
一 《ZX 一 [一 了 了 CQ]FTGDCEC 
一 区 攻 和 2 一 区 2 3 茹 二 和 33 古 3 
92z AKC2 一 CE 92 -和 X2y 
局 区 了 一 Fa ”By 2 一 了 [CC 
从 而 得 


Dz DOz 、x%a3K32 一 C2)》 
马 基 四 和 [zsz 一 (GD2]32 


区 2 一 证 3 


证 一 下 BE 


一 学 区" 


本 题 获 证 . 
5429。 证 明 ， 由 方程 组 
0 
8 一 艺 十 DCGD 十 痢 抵 3 
廊 馆 出 的 苑 数 2 一 zx yy) 满足 方程 


昌 2z Dzz  『 Ga2z 2 
昌 X32 口 y2 (3 ) 一 


。 zz 人 
延 避 失 一代 十 区 


袜 4 ! aa 
如 革 十 3 多 《2 祥 十 网 《Ga 癌 吕 


228 


5434 。 


一 cr[x 二 32rCe? 十 由 (CaO 3 一 oa 


asz _ az  - 口 2z 和 c 
Dx2 Dx” axoy ay” 


ac oray 上 yp'Ca)32 


总 也 
一 一- 一 
多 司 一 必 避 3 


二 (ca 一 wo)， 


9zz _oreay aa ， 322 9r(a) 9c. 
3 一 《 > 避 ， 7 人 CCQ) 
Dasz Dzsz 上 Dzz 2 _ Be DOcz oni ay 
而 -二 ws 站 入 (aaa 一 司 让 了 人 《37》 癌 了 
一 Ga or 3a -32 | 
一 (213x By 上 


问 2 = __ 让 2z 局 葡 一 DC 本 
由 于 六 7653 35768 必 可 y 一 儿 《c) 357 于是， 


2 


避 22 日 2 如 ?2 _ 
5 ) 9 
本 题 获 证 . 
+) 此 式 也 可 由 原 方程 组 第 一 式 两 端 分 别 对 和 > 求 
偏 导 函 数 而 获得 . 
证 明 ， 由 方程 


由 一 区 的 53 十 焉 人 富 
所 定 久 的 隐 国 数 = 一 zCx,y)? 满 许 方程 


229 


(如 2 从 > 二 蝇 2 避 2 司 z 
回 和 2 2 可 坟 站 9 口 X%Dy 


上 (32 9 3 
0z Dz Diz _ 。 azz 
证 记 5x 一 总 一 
Ga2z 
53 一。 


将 所 给 方程 两 端 分 别 蕉 x 和 对 ”逐次 求 偏 导数 ， 得 
PKzD) YX0TKCz》 十 信人 2 办 一 D， 
[攻略 人 2 十 节 720 一 工 ; 
反 人 23 四 十 [和 加 Ke 十 节 和 2 起 3 二 [和 邯 帮 的) 


十 草 交 2 一 站 《1》 
扩 8 2 各 十 人 攻 扣 人 3 中 肋 外 十 [ 攻 扩 全 3) 
十 昔 皮 3 一 站， 《2 


fg 攻 (十 功 光 38 十 [Xp 十 基底》 一 0 《3 
独 《1)7 ，(2) :(3) 三 式 依 次 茨 以 92， 《一 29p9) 政 
由 2， 然 后 丰 加 ， 并 注意 到 xp 性 zz 十 区 2 天 0 《 因 汶 
[ww 交 Cs 十 人 上 2)19 一 1 7)， 轩 得 
#4= 一 2zbG3 十 坊 2 一 0 
此 即 所 要 证 明 蓄 ， 


引 。 变量 代 换 


1” 在 含 月 导 男 数 的 式 子 中 的 变量 代 换 , 变 于 式 


人 


过 一 入 (， 
中 需要 把 *,? 换 为 新 的 变 莉 : 上 上 【〔 自 变量 ) 及 《本 数 )》 ， 这 
在 变 量 宙 方程 
光一 子 [ft 光一 有 fy 《17 
与 原来 的 变量 和 2? 联系 起 来 。 
把 方程 式 《1)》 微分 ， 性 有 : 


六 
GF 9F 
Drf Gy : 


同样 地 可 表示 出 高 阶 的 导 函 数 yx*- ，… 国 此 我 们 得 ， 
.一男 引 人。 
2” 在 令 有 信 导 部 数 的 式 子 中 自 变 量 明代 换 . 若 于 下 式 中 
个 了 
百 一 疡 (xs9yz。 襄 冯 ， y， 部 区 三 7 


口 2z 全 2 2 …】 
Bxaey ”ya 


令 

YX 一 了 Cao7，2 一 ECasU)， (27 
其 中 * 和 ?” 为 新 的 自 变量 ， 册 换 次 的 偏 导 函 数 32 ，32 ，… 
册 下 列 方程 所 瑞 定 ， 


Dz _ az 7 9z g 


-一 一 一 一 一 一 


Gu ax at By Dr 


Dz_ oz 3r ,dz 68g 
Du DBDx oo o9y ao- 


之 了 


等 等 . - 
5” 在 含有 售 导 函数 的 式 子 中 自 变 基 和 国教 的 代 扫 .在 一 
般 的 情 次 下 。 设 有 方程 

攻 一 并 下 本 一 (一 站 CD， 《3 
其 中 ia 为 新 的 自 变 量 及 玉 一 Gao) 为 新 的 男 数 ， 则 对 于 偏 


导 冰 数 32 ，92，，… 得 到 这 样 的 方程 


电子 5) 十 六 (3 二 35 2 


DxvB3d om gt 日 WU 已 丝 
一 .OP 9p 9m 
Di dim 7 

FF 二 3 3 二 32 (和 ag 8 9m 

吧 az 十 个 了 癌 训 好 
DR ，9AR eru 
5 站 m 


等 等 
在 某 些 情况 下 ， 使 用 全 微分 法 进行 变量 代 换 是 方 使 的。 


5451。， 拖 2 看 作 新 的 自 变 量 。 变 换 方 程 
Ji13 一 3yA3 一 各 。 
解 ” 范 数 7= 一 yxz) 的 各 防 导 画 数 2 yw,3y”。… 与 其 反 
函数 *= x(2) 的 各 阶 导 函数 fxw。x“，… 之 间 有 下 
述 关 系 。 


37 一 工 ， 公式 1 


2 了 2 


上 生 
《47 一 二 ) 六 一 -一半 


了 吕 2 芝 
一 sr， 公式 > 
0 一 一 


届 公式 1、2、3 代 入 所 给 方程 ， 化 简 整 理 即 得 
Xz? 十 7D5 一 
5452。 用 同样 的 方法 变 儿 方程 
《了 门 2 一 13903733 十 15K 3 及) 二 一 


和 解 ”解法 一 
由 公式 3 可 得 
《9 一 了 人 人 SC | 4 
网 《3 人 > 
XI 一 [区 站 2 基 5C 帮 一共 7 攻 区 一 5[ 呈 (18 一 区 了 和 3] 3 和 
(1 
1 10xX1 1 we 一 (和 1 莹 CE 呈 (3 
本 RIZR 公式 了 


队 公 式 1、2、3、4 氏 六 所 给 方程 ， 化 简 整 理 即 得 


公 芝 1 一 必 。 


解法 二 
由 今 式 4 可 厦 出 
kt 一 03713927 一 C3703 一 15C3WYD) 2 


《3 


2 了 也 


国 此 ， 押 给 方程 可 改写 为 


一 xc2(y77= 0。 


由 于 ?7 夫 0 ， 故 得 


54355。 取 Y 作 玫 数 ，t 一 xy 作 自 变量 ， 变 换 方 程 


让 于 


wd 一 如。 


3 十 人 33 一 0， 


将 :一 区 2 看 人 攻关 的 阔 数 .对 上 一 x? 两 端 分 别 求 
汉 的 一 防 、 二 上 甬 导 次 ， 得 


SGx 一 
Crt 


一 -一 一 下 
了 了 十 2 
人 
9 一 297 汗 世 97 


一， 芍 由 《1 》 式 得 


由 公式 2 有 《2)》 式 可 得 


了 


[ 
1 yz 
一 好 。 
5 
三 站 
二 2 
也 
一 22 二 < 
(于 
二 2 和 
用 2 
xfSX) 


17 


《 印 > 


《3 


《42 


拘 《4， 哉 代入 硝 方 各 得 
一 9- 3 穷 ) - "或 5 一 牙 守 写 ) 一 0"， 


引入 新 变量 ， 福光 下 区 各 入 分 
34354。2397 十 X37 十 3 一 六 ， 车 % 一 1 
解 ” 当 函数 ?不 变 ， 只 作 自 变量 的 代 换 YY 一 <Yft 时 ， 


注意 到 对 ，3 运用 公式 1 及 2 ， 即 得 


? 困 革 2 
了 3 
了 二 对 和 了 世 AS 
了 fx， 公式 5 
他 


站 于 Cy 达 2 
了 (人 8 3 十 本 
本 ?和 达 过 本 25 


站 
如 cd 过 计 。 公 束 56 
和 
在 本 疗 中 。x=e'， 故 有 
其 而 有 
dy 
汪 一 人 外 
邓 了 wd 
rd 
兴 3 和 


将 2 下 37 代入 所 纵 方 程 ， 即 得 
2335 


5455. "一 6， 若 + 一 tax . 


解 ” 庶 用 复合 函数 求 导 公 式 ， 有 


7 一 
_ 坟 1 dd? Lrcd2y oili dy 
2 和 
芝 2 旭光 
_ 、 
2 
w LT arasu _ dayyet 2 
一 二 (一 7 2x (全 一) 
全 半生 
四 一 全 小 


将 六 代入 所 给 方程 ， 即 得 


由 台 _。v 一 
5 


35436。《1 一 区 2 了 一 X%Y 十 1 一 0， 落 革 一 coasf。 


解 注意 到 -9 一 一 sint， 邱 芝 一 一 cost， 用 公式 5 及 
65 ， 就 有 
一 < 一 :in 中 二 cost 
科 ff 几 一 
了 3 了 一 Sin 


2356 


将 3 及 荆 代 入 所 给 方程 ， 即 得 


旭 2 风 


本 2 十 1 一 0。 


2 
可 447 。 3 十 印 tX 十 一 下 5 了 一 0 ， 浇 % 一 ln 18 王 。 


解 ” 仿 用 公式 5 及 6， 注意 到 


GX 1 dm 必 口 8 

如 sinf >” 4 BinmseF > 
工 

hx 一 一 一 

人 sip 和 tb So 时 

就 有 

ysintS， 3 一 sin24G 十 sint osf 芝 字 

地 巡 六 三 和 


铸 33275cehx 杷 thx 代入 所 给 方程， 即 各 


对 这 十 ma 2 一 蝇 。 


3438 。 ?7 十 由 (xy 十 GCCx)y 一 0 ， 信 ?一 ke 于 orCDe 
放 3 全 


解 一 了 和 09 人 一 二 wpCoey er- 直 5 


3 一 雪人 9KC 且 人 


卫 5e xb 一 (xD 3 和 (3 
十 -4 六 2Cx)e 和 so ( 沾 


也 了 7 


一 二 2 (2De ro 4 _ 
将 y 六 代入 所 给 方程 ， 化 简 闲 理 即 得 
-二 | gx 一 言 姑 (2 一 坦 思 (x) 站 = 吕 。 


了 4 日 。X431 十 区 3 一 2 一 0, 念 


一 一 8 
沧 一 中 


其 中 4 一 中 CCt) 。 
dy 
解 一 -一 人 (24 十 台 )， 
好 
3 
yw- 一 和 一 和 十 324 ar -3ar 十 28i 
如 


其 中 2 及 双 表 示 z 对 工 的 一 阶 肥 二 阶 导 冰 逆 ， 以 下 各 
题 类 飞 ， 不 再 说 明 


将 31015310 及 Yo 代入 所 给 方程 ， 化 简 整 理 即 得 
臣 让 十 《人 十 3)3 十 243 一 站 。 
3440。(〔(1 十 X2)7228 一 祖 ， 若 


x 一 tt， 一 


COszt ” 
其 中 反 一 让 (。 
下 妇 8 十 于 si 
解 3 一 in 
CobSsE 


之 4 有 


一 中 上 人 站 8 二 二 全 天 虽 9 一 Ceoss 


疙 四 电站 


将 ?91 32 下 wy 代 入 所 给 方程 ， 化 简 整 理 即 得 
2 一 D。 


5441。《 1 一 %23248 一 一 少 ， 若 


如 下 四 2 一 一 让 


主 量 
其 中 妊 一 芭 [) 。 
人 二 候 卫 二 把 
解 ?7 -一 一 全 一 一 = 一 ef 一 下 3， 
chi 
WeBhi 
一 -全 9 一 (一 ze 和。 
了 2 


骑 3 及 xy 2 代入 所 给 方程 ， 化 简 整 再 即 得 
#z 一 必 ， 
5442。37 二 《3X 十 3 交工 十 儿 1 站 8 一 0 ， 落 半 一 如 十 ， 了 一 4 一 f 
其 中 一 二， 
和 一 1 
解 ”一 ri， 
1 人 十 1) 一 中 丰 有 一 1 


[af 二 1》3 马帮 


上 几 一 一 
? | (二 15 


宇 3 了 3 


交 了 六 3 妥 xy 代入 所 纵 方 程 ， 化 简 束 理 即 得 
了 十 BCI TS 一 站 


5445， 7 一 xs20 上 xy 一 2 一 0 ， 若 x 一 二 及 一 人 站， 其 中 


乓 一 妈 攻 让 
下 一 人 
解 六 一 一 全 一 sx 一 
一 
2 Ha 一 fag 
1 
一 反 
卫 阅 上 是 
3 一 3 一 一 (887 十 本 )》。 


卫 
了 也 


将 37937y0 3 瑟 x57y 民 入 所 外 方 程 ， 化 简 整 理 即 得 
t5i 十 (3 十 72 十 时 站 。 


5444。 假定 
四 in 2 一 @ 
x 一 1 X28 1 
并 取 # 作为 变量 + 的 国 数 ， 以 变换 斯 托 吉 斯 方程 


3 一 -4 
长 秃 一 台 )2 区 人 一 下 )2 “ 
解 出 于 + 一 Inlx 一 al 一 lalx 一 | ， 故 有 


ait 1 _ 1 加 一 占 
好 和 一 X 一 五 《YXY 一 GCCX% 一 站) 
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妇 呈 《x 一 GCCX 一 曲 ) 
或 co 在 一 有 “ 《17 


一 洒 一 __ 
允 耕 部 一 由 皇 部 4 让 《区 疡 ) ， 
多 7 一 《X 一 8 9 革 二 4 一- 《x 一 如 7 十 
生 
《GE 一 百 )84 
本 YX 一 人 十 如 9 工 2 
可 
1 TCD 一 
人 0 3 
局 二 
下 一 皇 (在 一 在 72KCa 一 中 


”二 一 
将 (3)? 式 代 六 亡 给 方程 ， 即 得 


5445， 证 明和 车 方程 


可 六 [ __ 
0 二 站 20 二 92X03 一 0， 


由 代 换 < 一 pf 变换 为 方程 


5 PCE)3 迪 + QG6)y= 0， 


由 
247 


PAP 


本 
[32 王 (ED) 国 (ED 十 国 1CE) TOCEJ 了 三 
一 【2 加 KGCXD) ec 


证 4X -pr CS 一 0ICE。， 出 公式 5 想 6， 得 
二 
二 3 
cd cy 2 


人 ”UNXE 0 


YE》 可 了 
KPACE)33 吉 下 “ 


代入 原 方 程 ， 两 端 局 溢 5oP 扩 二 32， 芭 得 


dc 人 ecpcpae 一 0《S) 才 


三 皮 = 理 7 《7 妆 二 
十 避 CODE EPE23 一 六 。 
于 是 ， 


PE 一 bo 一 2 ，QQ( 纹 一 9 (12 
人 1 

有 队 而 担 知 
[2P(EJQKE 十 QTCEDCQCED3 这 


={e(pe; 一 于 gg08 二 1069729 


名 
二 号 2 92 fs + 全 


5446 。 


5447 。 


二 12 了 GO 3 十 呈 7 《7 sg 《站 -3， 
一 有 
一 [3 六 KYXDGEXD 十 吕 所 %) OCX 23 
本 题 获 证 . 
在 方程 
和 Ji0) 一 介 


《其 中 萝 为 变量 yy ,yw 的 齐 次 函数 ) 中 令 y 一 ejzo 
解 ”y 一 ae 和 go0 一 (二 be 

代入 方程 8(y，31，y0 一 0 ， 由 于 甸 关 于 y，37，y/ 是 
齐 次 的 ， 因 此 ， 各 项 依 有 的 因 式 ejxo"” 光 可 约 去 ， 最 


后 得 

古 (1，8447 十 ta) 一 心 。 
在 方程 

《YX2 YI 4 一 们 


《其 中 下 为 其 变量 的 齐 次 函数 ) 中 令 xsmx 之 。 


基 人 让 一 
解 一 科 ， 一 - 直 多- 汪 区 二 一 3 


一 站 2 十 6 一 约 于是， 
X3 了 一 引 J 23 有 一 了 fx 十 Ka2 一 1)。 

由 于 工 为 其 变量 的 齐 次 函数 ， 因 此 ， 各 项 售 有 的 町 

子 3 殉 可 约 去 ， 最 后 得 


了 《1 十 42 一 za 17 一 人 站， 


2A4 广 


5448， 证 明 ， 经 射影 变换 


人 一 ES 十 0 十 er， 下 十 下 2 十 es 
(起 十 扣 有 十 安 GE 十 已 7 十 必 “ 


方程 式 
2(K1 十 4172 一 3Y73A2 一 站 

不 变 其 形状 . 

证 ”本题 做 有 误 . 事 实干 , 作 压 缩 变 换 
X 一 yo 《Ga 二 

《 它 是 射影 变换 的 特例 ) ， 则 原 方程 训 为 
GH2TL 十 G0757 一 3G377972 一 个， 

显然 形式 己 改 变 . 

35449. 证 明 : 


。 ttD CE 1 
SC3( 人 一 AT 一 21 7 


对 于 线性 分 式 变换 
__ CCKt) 十 占 _ 
Y 一 5 十 末 攻 台 要 五 = 关 03， 
其 值 不 变 . 
证 已 知 的 变换 
如 这 
Gaw 十 吾 ex+ 二 )+(e 一 全 ) 
ex 十 可 ez 十 下 
加 Beead 
ee efcex 十 可 ) 
可 电 下 述 变换 所 梅 成 ， 


2QA44 


上 
了 一 安 寺 六 Ja 光一 人 31 一 CX% 二 可。 
1 


上 只 要 证 明 在 上 述 各 入 变换 下 :3 的 值 不 变 即 可 。 
念 y1 一 2X 十 ， 刚 3 《 失 一 cxCt 3 《有 
一 CI) 4 一 CC) 于 是 ， 


一 革 一 中 扣 人 (9 > 
3740D 一 汪 一 2 人 


1 攻 记 


2 3 -2 | 一 SCx(CD1 


YAKt 号 | Tt 

ee 四 1 
2 令 ya 一 了 由 > ( 一 一 3 
和 站 

2 一 二 本 和 


和 PP + 纯 
二 一 光学 2 和 站 2 。 于 是 ， 
人 3 站 了 2 
ak 了 3azCE) 


fyafkt] 一 


1 一 633031 十 66383 3 一 2 
一 3 了 了 _ 
3 2 1 
23 岂 宇 
本 6253 二 621 3 (了 2 ) 
371 31 3 2 .3 3y) 
-. 31331202。 er 。 
册 到 人 3 一 号 [3 凡人 妥 一 SC 3 


全 《与 


3 人 出 1 下 2" 即 知 


ee CC 十 有 间 3a1” 
SC2CDDI 一 SaT+BYa 一 [二 亲 y 
_- 2 人 2 二 22 

人 G 十 月 yz 


了 


=.3- 一 3( 2322》 一 Srys(D01=SCx(9]. 证 毕 ， 
玉 2 2、3 


将 下 列 广 程式 改变 为 极 坐 标 * 与 多 所 表示 的 方程 ， 即 


念 % 一 fos 人 3 一 fiD 久 : 


如 多 区 十 孙 
5450， 了 > 一 去 玉 。 


解 ” 当 = 一 recosmp，? 一 rsing 时 ， 


4 一 coag3 一 rsiag， 一 siap95 二 Ye2osg， 
竺 科 
弛 一 cosg 3 一 名 sim 一 reosg， 
站 
人 一 sing35 十 2oos0.9 一 feing。 
也 公式 5 及 6， 即 得 
好 光 - 林 ? 
二 一 瑟 一 十 
d2- ad- “ap ， 公式 了 
共 猎 cos9.3 一 rsing 


24C 


过 六 2 品 2r 
# 十 邹 人 一 rs 


一 。 公式 旦 
(coseSr 一 rsinp) 四 
过 吧 
将 公式 7 及 xy 代入 所 给 方程 ， 化 篇 加 理 即 得 
ar 
了 或 中。 
， 过 二 和 ， 
以 下 各 题 ，-9 瑟 及 本 5 的 简 记 为 了 及 史 。 
5451。(Y%3 1 一 y)2 一 22YCL 二 3)。 
六 Sin 的 十 六 os 给 -rsingp 


一- 水 一 ， 
解 “7 了 一 站 9s 久 # CS 反 一 了 51L 信 


YYKCr1singecosg 十 rcbszg 一 Psigpcos 扣 十 Frsin20) 
本 站 Da 一 症 Sin 近 


六 二 


入 CS 一 了 8 人 


时 


[ 人 7 Si TIp 十 全 Cos 中 让 
和 太一 六 8i 世 向 


1 十 3 生 一 1 十 


六 ”2 十 闻 三 


二 同 


Yeos 和 一 rsin 四 2 
将 xy7 一 9 LI 十 3 所 及 <，2 代入 所 纵 方 程 ， 化 简 整 理 
办 得 


52 一 工 一 3 人 这 帮 2 
名 让 虽 2 ” 


47 


3452 . 


35455， 


345 秋 。 


立 f8 


《x2 十 32)237 一 (区 十 光 3173。 


罗 

解 xyyr -rcosp 十 raingp-Pain 久 十 reosg 

人 SS 信 一 六 5 的 

人 2 的 一 站 28ingeos 人 十 站 六 Si 太 寺 站 28ingoeo0S 护 
四 和 一 六 人 


四 天敌 
rrces 的 一 人 in 的“ 
将 公式 8 ，x 十 y3? 1 有 2， 2 代入 所 给 方程 ， 化 简 骆 理 
即 得 


Cr 十 272 一 - 阅 rr) 一 a。 


把 式 子 
十 2 
%3J ”一 沁 

变换 为 极 沧 标 的 式 子 . 


解 将 3451 题 中 xy 一 ?的 结果 了 及 3452 题 中 习 十 情 2 
的 结果 代 六 所 给 式 子 。 即 得 


吕 十 3Y 


吕 和 一 了 记 “ 
把 平面 晶 线 的 曲率 
政 一 | ya 。 
【十 和 27 
用 极 付 标 ” 及 wp 表示 之 . 


解 将 3451 题 中 1 二 ?后 的 结果 及 公式 中 代入 ， 化 简 
浆 理 即 得 


量 沫 屯 


时 - 


玖 二 | 十 2r72 一 rro| 
(rz 二 rr2) 生 


35455 ， 将 方程 组 
宅 一 ?十 kx(x2 十 22)， 
-一 一 % 十 RyKxa 十 2) 
族 变 沪 极 坐标 方程 .. 
解 ” 电 原 方程 组 得 
cosgG7 一 六 8 和 的 人 一 roing-iryeosg， 
sino3 十 #ceos 中 绎 =- 一 六 03 的 十 天 六 38im 人 po。 
联 立 解 之 ， 即 得 
ar 


全 = 二 Creosp， 长 拉 i 且 芝 十 呈 关 3eD8 的 ) 


一 长 一 #sin 六 多 一 #08s 六 十 是 7 357 一 玉 r2 


5 将 = 工 Ceosp (一 reosg 十 员 rseing》 
一 Si 的 《Pimn 交 十 下 racos%) 一 一 了 
即 原 方程 组 转化 为 
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5456 、 引 用 新 函数 一 /22T32，p 一 aretg 过 ， 灾 换 式 子 


Jr 一 wx . 尼 


人 
胡 ”由 = xi 十 ?2 耳 端 微分 ， 得 


wdX 十 3 
人 
或 
for 一 XIEX 二 3GEyY。 - 。 【12 


由 p 一 are tg 之 两 应 微分， 得 


或 ， 、 
六 2 的 一 着 全 和 一 了 可 区。 《27) 
于 是 ， 由 (1 及 52) 林 得 
XiEY 一 了 f2 半 和 一 《和 2 人 十 基 3 可 3 一 《%3 全 了 一 区 
一 《3X2z 十 岁 23 可 和 一 72G%， 


dx 一 车 dr 一 2G9- ， 《于 》 


辐 理 可 得 
2 站 


d3 一 宇 dr 十 2G0。 《47 
有 从 而 由 (3 及 (43， 得 
fa 
xd23 一 2d2x 一 四 过 名 2r 了 
十 直 agrd3 十 dxdq 十 xd2gp) 
于 所 王 
一 区 这 der 一 -六 dr 二 dxdr 一 dydo 一 yd?g) 


一 (xdy 一 4 可 十 [本 关 十 3 人 3) 节 厅 


十 《2 十 202 
一 下 (Grade) 十 Crdr)q9 十 rz 人 2 
一 27 可 rr 人 的 十 六 2 本 2? 太 ， 
于 是 ， 
ad Cr 
下 一 2 
可 过 和 
= 条 479) 
5457 。 在 勒 讲 德 变换 中 线 一 如 区 的 每 一 点 (x7 ?对 应 于 
点 ( 互 *Y 7， 其 中 


人 


杂交 
妇 了 
dv 一 1。 
3 
媒 时 
三 玉 下 2 
2 一 过 蕊 一 一 2 
可 志 3 3 
三 基 
引入 新 变量 三 政 0， 解 下 列 方程 ， 
DOz _ ， 昌 z __ __， 
3458 . -了 3 从 上 一 和 十 4 好 一 区 了 。 


解 ” 当 仅 作 自 变 量 代 换 ， 引 入 新 自 变量 
各 一 中 和 3 六 一 让 人 攻 ) 
这 个 最 简单 揭 情 形 时 ， 只 要 把 上 1 本 作 中 间 变 量 ， 
复合 困 数 求 候 导 画 数 的 公式 ， 即 可 求 出 : 
.92 .3 |.9z 站 他 
Gx 85 8x 5、 和 
Gz 0Dz DE ， az on 


5 63y 86753y， 
。 代入 原 方程 。 即 得 变换 后 的 方程 .本题 由 ，: 


-05-on-T， oa 1 
DX 9 DY 避风 ” 
于 是 ， 
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az_ oz oz oz_ oz _ az 


代 六 原 方 程 ， 得 
D2z GOz_ oz DzzeaDz 
证 二 二 一 8 人 或 81 0， 
即 
忌 一 避 [E 一 加 (十 )， 
其 中 吧 为 任意 的 画 数 ， 
3459。 > 吕 一 “经 6 ， 念 扯 一 YX，9 一 %2 十 2 
解 5x 一 1， 了 一 9， 和 一 2 By 一 2 
于 是 ， 
Dz 导 z Dz Dz az 
十 23 5 一 2 
代入 康 方 程 ， 得 
92 2x92 -2xy-9z- az 一 
> 人 3 十 2%55 2 和 3 37 眉 奏 ? 5 改 
好 
直 于 y 关 0， 故 35 一 0 ， 即 
32 一男 C 放 ?一 的 CCX2 十 33， 
其 中 为 任意 的 函数 ， 


a 
3460。a32 十 03 一 1 《Ga 六 0 )， 令 Ex 一 ?一 bz， 


解 ” 当 变量 间 的 变换 关系 比较 复杂 时 ， 用 全 微分 法 入 
好 . 疹 先 ， 根 据 新 旧 变 元 之 间 指 关系， 求 出 它们 微分 
之 癌 的 关系 

GE 一 qz， 一 可 一 pz。 fl17? 
其 次 ， 将 所 求 得 的 微分 式 代 入 表示 新 变 元 关系 的 全 微 
分 式 ， 并 接 旧 变 元 关系 重新 整理 . 


经 日 z 


如 de+ 吕 (dy 一 Baz)， 


[ 1 ae 3 


和 各 本 的 了 与 南天 内 全 分 玉 


一 经 


比较 ， 即 得 


代入 原 方程 , 得 


避 > 之 荆 
二 7 一 1 +632 或 3 于 。 


co 阿 


于 是 ， 
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> 一 三 十 9K0) 一 立 十 (2 一 bz)。 ~ 
zz Taz_。 各 E 一 一 也 
3461，x 有 7 上 78y ZEy 念 扣 一 发 政 也 。 
.05 .0 .00 -> 了 9 的- 工 
解 区 一 上 上 ， 37 一 0， 5 六 Gy 本 
zaz_ 了 9z，9z 一 工 -9z 
妇 革 QQE 3 避 信 “ 如 六 站 有 “ 
代 六 承 方 程 ， 得 
Gz 3 90z yy az 
x(5 生 一 全) 寺 广 天 一 2 “/ 
az az 
< .55 一 ?或 5 一 2。 
解 之 ， 得 
一 _ 字 
关 一 上 9KC7》 一 ze( 世 )， 
到 2 与 己 作 新 的 自 变 量 ， 变 换 下 列 方 程式 ， 
妆 2 一 -一 -GOz 本 
症 62 。 区 二 和 一 xy, 者 4 一 Inx， 
= 一 ln(y 十 wA 工 上 75)。 
可 共 一 二 Gu 一 Gu 一 on _ 1 
解 5 一 2 0 0 3 


” .az_ 工 Qz az 1 9Dz 
YY 108” yy AT 十 3 和 


注意 到 和 一 拓 爱 思 一 shm， 代入 原 方程 ， 其 得 


3 +-32 一 上 *hp。 
可 46 地 ， (xz 十 22.32 一 (xz 一 273= 0 ， 车 4 一 In/ 和 天平 弃 ， 
二 了 
员 过 和 IC 《8 
解 .0 2 9 3 ” 
OOX 六 2 十 2 yy 区 十 罗 2 
on_ oz 多 
加 区 % 十 3 ”0y 2 十 yy 
zz _ 2 az 


Qz 避 台 和 
5y ”55 十 2 六 
代入 原 方程 ， 得 
区 十 和 KGz 2 一 
区 2 二 3 7 一 和 必 2 十 
侣 2 Q2z 
(9 5 二 汪 ) 一 0， 


az .92 -0 或 -9z 侣 
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zx 昌 z ET 一 赃 
3464。% 百 元 十 2 于 放 一 2 二 WA 卡 3 二 2 落 ， 


世 一 > 十 AAA2 上 yz 二 33 。 
和 解 本 解 用 微分 法 较 好 。 


加 人 一 涌 可 
一 一 一 二 


只 


如 X 二 3 十 2 好 了 
本 下 一 避 它 证 人 sc 人 
十 AM 路 光 3 十 阅 关 


2 二 2 二 2 二 2 


《Cr 一 /ED5T25)。 


好 Y2 一 3 二 da 十 32 do 一 92(c2 一 之 2 


名 也 芝 引 己 
+ SAdz 十 莹 dx 十 卫 d3 十 三 dz)。 


于 是 ， 
(0 - 蓝 - 六 Je-(- 妆 六 + 间 ja 
支 绽 + 过 台 )qy， 
站 (六 六 + 中)(1 -中 -和 妆 ) 


了 与 世 


35465 。 


了 了 电 


392 (Laa } 守 92j( 1 一 2 二 03z\ 
号 2 8 十 了 交 


代入 原 方 程 ， 得 


D a 
< 总 各 + 这 芳 )+?( 才 束 二 河 


Gz Dz 
一 + 一 训 
ar)8 一 ar / 


如果 zTr= 0 ， 则 可 推 得 xz-H3y2 一 0 。， 但 由 于 x 关 0， 
所 以 x? 十 ?不 可 能 为 零 . 于 是 ，z 十 + 夫 0 ， 从 而 得 


-9z_ 工 

避 z 2 “ 
xx. 92 十 332 一 湾 # 一 2xX 一 22，9 一 卫 
吕 3y 了 量 和 了 呈 


和 解 da 一 2dx 一 2zdz， do 一 咬 一 一 世 dz。 


dz 一 这 d+ 训 do 号 (2dx 一 cd2 


Dzr 1 4 
(Gy 和 
于 是 ， 
3 


司 z ，4 司 2 
(1 -+2z32 十 关 和)dz 一 292dx 十 二 5342， 


丰富 于 卫 如 
汪 - .32(1 二 2z32 十 点 2) ， 
zz 上 虐 0z 有 要 
9y 启 到 (41 二 223 w% 十 到 ) 
代入 原 方程 ， 得 
- 如 世 ,了 工 Dz 站 z 过 好 = 
2 各 古 1 十 也 加 人 十 言 5 7 
人 -合影 - 
豆 。 


到 


再 以 y 一 2， La 最 后 得 


3466+。(x 十 z Ar 一 x 填 yy 十 z， 鞠 xx 直 z， 


一 芳 十 立 。 


的 


解 dz 一 32 du 4 如 -到 detaa 


避 了 
+azcdy 二 da)， 


于 是 ， 
Gz ez 
《 1 一 泉 一 条 Jaz 一 呈 dx+32dy， 


az-o9zf(]_ 0z、 az 
1 oz Do ” 


了 5 有 


5467 ， 


了 在 必 


恬 忆 ozf 1 一 


Gy :ep -和 召 - 影 ) ， 


将 3 及 经 代入 原 方程， 并 注 兴 到 < 十 > 十 * 一 “二 ”一 
z， 即 得 


避 z DOz zy - 
u3 二 53 一 (az 一 2 人 1 一 末 一 副 户 


Dz Daz 
习 2 和 十 姥 2 十 (22 十 号 2 一共 十 史 立 。 


本 


取 
志 一 多 十 ze 及 一 关 十 22m 
作为 新 的 自 变 量 ， 阀 换 式 于 


等 昌 2 呈 oz 空 - oz9 十 ? 
《2 十 e"75 二 十 KZ 十 e 7 一 (22 一 et。 
解 dz 一 -3 d 上 + 经 32d 


3 可 十 3 十 3 2 


十 EC 
子 是 ， 


《 了 一 扎 如 一 生生 Jaz= 时 一 之 2 一 9z ] gx 


+( 呈 -z ee? 了 2 -党 )do， 


ex oaz razN 
得- 卉 一 强 ( -和夫 - 5 


et 对 z 


哇 -( 这 一 ze 3 1 一 e 一 3 笠 ) 


代入 原 式 ， 化 简 整 理 即 得 


他 x+ 己 2 


原 式 一 二 一 “ 
工 一 它 9 
35468， 假 定 
区 一 引 0 少 一 二 (i2 一 oa) 
蛮 换 式 子 


站 2 如 2 2 
4 + 人 3) 
解 dx=zada-huda，dy= 一 ada 一 do。 解 之 ， 得 
一 mg 十 bg? cp sdY 一 0 了 


所 这 十 型 忆 如 2 十 太 2 血 
于 症 ， 
dz 一 -32 da dp 一 二 .32Kadx 十 ad 
站 2 
_ 工 3z | 日 z 
一 二 79 十 52 )ax+(a3 日 让 盖 2 do 


6 了 


+(32 一 oz | 


如 引 站 了 ， 
一 1 az (8zy 1] 
2 十 2 [4 好 下 f 斌 ， 
5469 。 于 方程 
aa 
5 


中 仿生 一 和 ， 放 一 少 一 区， 二 一 卫 一 将 


角 aa_au951ouan+ou eg 
DOE Goxz on om ok 3 


三 式 相 加 即 得 
四 四 3 和 
到 70， 歌 x 作为 函数 而 ”和 = 作为 自 变 量 ， 变 换 方 程 


(一 2032+7 王 = 各。 


问 区 
一 97 日 乞 _ 1 _ 瑟 y 

解 忆 x 49 十 3 -3 2， 
癌 之 妆 疡 


2 本 开 


愉 总 
9 1 az- 8y 
问世 Gxw ”ay ww” 
加 3 zy 
代入 原 方 程 ， 得 
丰 蕊 
vv 9y 
下 
如 问 
即 、 
j 
9x _ % 一 2 攻关 D)。 
站 多 了 
5471。 取 关 作 为 画 灶 ， 而 4 一 ?一 >，z2 一 ?十 > 作为 自 变 量 。 
蛮 换 方程 
(一 53 有 十 (9 十 2373 一 0 。 


解 ”d 一 dy 一 Ez，dp 一 oz 十 过 zz。 


dx 一 3 da 十 3 “do 一 笠 (ay 一 弛 zz》 


日 共 
于 Ca 十 GEz)》 


(zx 一 全 )dz 一 一 dx+(3z 十 9xJdy。 


26 了 


zz 一 1 9z -eu 9 
如 基 YX 87 33 3 
9u gz 0 


代入 原 方 程 ， 云 分母 ， 即 得 - 
2 十 3 一 盖头 0)， 


Be 
5472-*， 取 x 作为 男 数 及 2 一 xs，p 一 ?2 作为 自 变量 ， 变 换 
式 子 


4=-( 器 ) +( 吕 ) 、 


解 ci 一 Yqdz 十 zaxz，cdpo 一 ydz 十 zady， 


BY 日 % _ 9 
dl 一 可 da 十 司 dz 一 了 2《Xdz 十 sd 


刁 世 
十 汪 《 3G12 十 2zGYD?。 


于 是 ， 
避 葡 站 区 名 竺 问 污 
zx 55 十 35)qz 一 (1 一 2 )qx 一 z 3， 
回扣 局 区 
az 1 >a az =95 
所 加 洛 本 萎 罗 如 六 司 世 
> 十 2 7 二 2 
代入 原 式 ， 即 得 


了 2 可 学 


-3 
C 芝 + 


加 1 一 2z-3 玫 十 [ (3 芝 ] +(3 2 ] 


(有 本 
站 ] ] 疾 名 
和) (人 站 
至 


加 (学 +o5 
5475 。 于 方程 
(3 十 z+o0 3 + zx 十 z+ 昌 名 
十 《zx 十 少 十 di.S4 到 十 十 
中 ， 仍 ， 针 一 X 一 册 ， 人 一 池 一 直 。 6 一 过 一 让 
解 dur~ -346+ ad+ 吕 dt 


一 -这 e-Kdx 一 do 二 3erdy 一 如 2 


+ 襄 e-(dz 一 可 上 7。 


一 2xu 3 9 十 下 人 “十 (中 。 


于 洗 ， 下 


1 十 en 3 十 后 士 e3 3 二 jan 


一 沪 3 二 6 旦 汪 


将 由 上 式 所 形 定 的 24， 部 天 束 代 入 原 广 和 即 得 


一 Da 3e-n92 
《9 十 2 十 e 3 二 《各 于 了 二 2 5 


一 
四 
二 上 他 坟 ?3 ee 3 
xD(1+e “十 十 6 5 世 ) 
请 去 同类 项 ， 得 
-92 
三 
十 《YX 十 3 十 2 一 个 


十 《党 二 怀 十 引 3e 


长 澡 一 耻 3 它 


+ 一 Dev3 


即 
3 有 伍 十 且 省 ae 十 er 二 ee 一 o 。 
二 代 和 人 新 的 变量 2，u，tz， 茂 中 轴 
一 2OCH， 3 
如 2 总 忆 


| 工 
3474，y-S2 一 人-Cy 一 = 念 s 一 so 2 一 才 十 


土 ， 
y 
如 一 lnz 一 《 十 儿 7 
解 du 一 2xdxz+2yd2?，da 一 一 此 dx 一 示 dy， 
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da 一 二 dz 一 dx 一 dy。 
另 一 方面 ，ou= 各 da 二 3do， 故 有 


六 dz 一 dx 一 dy= 3 (axdw 二 2ydy) 


加 mW、 光 2 
整理 得 
疡 站 rr 
过 zz (sxz 运 3 十 >)ax 
了 后 ru 
+(ayz32 一 交 SS 十)ay。 


warasg 总 六 人 得 


>z(2x 3 一 二 3 mm 十 工 】 


多 2 
人 ru 
一 (2 各- 克 串 +1) 
=《Jy 一 区 )2 
即 ， 
站 由 
3 一， 
5475。 2 3 3 一 2 仿 1 一 区 o 一 六 一 二 ， 


rr ，。 _ 


日 一 


人 
| 
时 


解 du<ax ,do 一 点 dzx 一 点 dy du= 点 dx 


一 去 adz. 了 于 是 ， 
- 土 Dump em 
dx 一 35d2 一 5 dx 十 (72dx aa) 
工 _ Gum_ ar z2 Dab 
dz 一 > 信人 一 一 2 3 dx 二 3539， 
92 -zz( 古 一 9 二 wu ，2 一 22 9 下 
可 和 区 , 避 下 污 衬 好 到 站 多 也 馈 DT“ 
代入 原 方 程 ， 得 
zf(1 xz6u_ 9 四 2W 
(1 “ 下 3) 寸 z 已 红 全 
忆 2 吨 2 
或 x2z2 0 0 。 
由 于 > 关 0 ，x 基 0 ， 夏 得 
避 册 
5 一。 


日 忆 避 2 加 国 
5476-〔xy 十 z) 5 二 (1 一 22) 训 六 一 % 士 32， 设 4 一 22 一 %， 


下 一 YX2 一 各 矶 一 基 光 一 二 
解 du=3ydxd+xdy 一 az 一 络 《zi 十 3Cz 一 本 %) 


6 


总 zo 
二 二 CsdX 十 %C2 一 避 37 。 


1 二 xs3 二 > 3 9 ydz 一 fy 十 22 一 >32 dx 
加 7 日 世 


于 是 ， 


-9z 
自 交 


mn 
了 * 


=(>+ 生 一 我) 1 二 xx S 


3 一 (xz 二 3 一 32 1 aa 。 
代入 愿 方程， 得 


mu Duw 


2 mm .9 
十 人 1 一 3 (x+ 各 z 乱 


= Dec 站 ou 
一 (十 yz2) (1 十 % 5 +ySE 


即 
一 党 2 一 3 2 9m 
《1 一 区 一 各 一 全 和 2 5 0 。 


不 难 验证 ， 由 方程 1 一 关 一 2 一 2 一 2X322 一 0 所 确 
定 的 障 函 数 不 是 原 方程 的 解 【 证 略 》 ， 于 着， 


2652 - 


台 : 


ZI 


5 一 


5477， (xz 品 +(? 缉 “一 -二 旋 斌 ， 千 X 一 Heyy 一 Dew， 
入 


2 一 em 。 7 


和 解 dY 一 6 人 He， 如 9 一 如 2 他 攻 十 吃 如 
好 zz 一 Be 1 十 car ， 


于 荐 ， 有 
ecleo 一 二 了 zz， 
edu 一 CGx 一 Nendz 一 中 一 [下 好 z，， 
~ Te 于 dz。 


在 全 筑 分 式 du 3 du 上 +-32dou 的 两 靖 都 乘 以 e” ， 非 
将 上 述 结 果 代 入 ， 得 


df amyr ， 
5 和 (dx 一 开 了 rd2) 


昌 
十 Say 一 于 dz ) 


问 他 吵 
二 " 缴 +o32)dz 一 (1 十 m) dl 芝 


巡 加 


已 
直 f ti 十 节 ) 84， 


将 由 上 式 所 确定 的 -3 呈 玉 经 代入 圾 方程 ， 得 
[eat+w foeeatop 全 


加 本 Ga Drzu 
《ze 《1 十 则 3 全 末 及 
消去 Ce“ 《1 二 zw 7)32， 即 得 
3w ) 个 贡 2 强 。 
az( 3) 十 5 纪 一 2 
#478 。 假 定 4 一 jin/ X%2a 十 yz 于 二 aretgz ， 贡 一 X 直 风 直 2 
其 中 由 一 mcasu)， 变 换 式 子 


(zx 一 ?71(32 一 3 


人 多 “ 
_ 他 芭 
解 -dm 一 一 dx 十 dy 十 dz 一 du 上 SP do 
mm _ xdx 十 ?Gy ) 十 好 
刁 引 党 2 十 了 oo 1 十 3 
平 是 ， 
一 上 工 一 (二 92 
《1 了 二 站 2 )da (5 与 一 工 jx 


下 (2 站， 有 党- 1 )Jdy。 


7 


将 由 上 式 所 确定 的 -3 及 3 代入 天 给 式 于 。 即 得 


】 口 zp 
xx 一》 CGx 一 ?1 一 于 于 3 
3 
dx 。 吕 y 二 
2 友 a 
_ (1 一。 2 2 
问 册 ” 


5479， 概 定 1 一 2e*，0 一 yea 四 一 2 其 中 四 一 茹 54，z ， 


蛮 换 式 子 
az :gz 
区 “问世 
er 一 Dr am 
解 am 一 er(1 十 zz 一 语 CU 十 证 T 


.Qi (erdx 十 xercgz 十 S《erdy 十 JreSEz) 


如 
“′ 于 是 ， 
(t+z 一 z 3 加 )dz 一 239dx+9dy， 
站 区 
9z 一 3 
一 1 十 = 一 sc 2 ” 


2372 


局 之 一 司 2 ， 
ay 丰  、 全 20 
1 


5480。 在 方程 


各 +y 冯 1--a4 池 


一 =” 交 一 汪 一 一 二 一 一 
中 令 ; < 一 了 妖 一 四 裤 吕 训 本 
其 中 四 一 砚 (， 天 3 ED) 

2 一 8 吕 z 
解 人 -人 习 于 9 

全 人 2 2 )+( 2 22 ) 


局 员 
二 可 > 。 
两 端 辣 滋 2 ， 整 理 得 


一 x3 由 ya 
cuY 一 -> 如 zxz+z 吕 SEC 填 ( 2 计 5 


十 ZE 一 絮 )az. 


将 由 上 式 所 确定 的 3，3 及 3 代入 原 方程 ， 得 


2Z7 明 


七 王 _ we 对 z 站 z 
党 二 > 十 人 X 隐 避 了 二 了) 


5 2 
假定 和 一 reosgp。， 了 和 拓 Fein 和 py 改变 束 列 各 式 为 极 些 
r 和 所 表示 的 式 子 。 


3481。 一 x -9 一 SG8 . 


解 dx 一 cosgadr 一 raiagdg， 
可 儿 =sinpdr 十 freosp 红 加 
联 立 解 之 ， 得 


3 _ 
GT 子 G% 十 节 G3， 巡 印 元 9y 2 


于 是 ， 


-( 莹 引 - 半 红 Jdx+( 袜 强 + 六 高 )ay， 


公式 9 


7 学 


35482 . 


本 483。 


下 484 ， 


桨 公式 9 找 入 诛 式 ， 即 得 


避 机 
ww 一 AT 于 一 声 器 )+y > (全 全 二 六 刘 


-学 
= 光 “ 
本 
和 


解 先导 出 极 坐 标 变换 前 所 有 二 阶 偏 导 函 数 的 变换 
式 . 将 ， 9 看 作 中 间 变 量 ，x，y 看 作 自 变量 .由 于 


car 一 cgadr) 一 cx 十 过 之 Gd? 


7 于 


一 卫 (dxs 十 dy59 一 -cy cr 
一 Cdx? 直 dy3) 一 声 (zdx 士 ?Gd 
一 基 Cyadx 一 xd322， 

dazg 一 ddg) 一 民生 ay 一 雹 dx) 


cr 王 一 


2 区 雪 一 儿 达 和 ) dr 
六 字 。 


一 一 六 (xzay 一 ?dx)Cxax 十 yd3)， 


芍 有 


rd 十 -924 了 pz 


da 一 间 元 


好 *2 十 纪 


十 和 der 十 3 dg 


站 2 全 了 基于 区 二 避 如 加 全 局 2 呈 
一 必 六 ) 下 口 Y 站 后 


(2 二 3 区 尽 红 一 寺 2c) 


四 二 de 9 Cdx 一 za3 
- 坏 -3 之 小 十 记 EE 


曲 卫 加 
十 是 扩 一 1Cxdy GDJKXGX 十 3 地 y)。 


DT 


将 上 式 右 端 按 dxz，dxdy，dy* 合并 同类 项 ， 并 与 


全 微分 式 

du 证 让 
线 边 ， 即 条 

章 224 YE 四 24。 号 和信 闪 2 绿 2 站 3 


「 3xsz 7 Grz TS rp re 全 扩 


2 2 
十 汪 可 十 的， 


加 ?中 42 加 2 十 2 和 已 3 十 至 问 2 寻 


PrOg 人 4 站 位 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 七 2 日本 时 
| 
| 
| 
| 


#8 部 人 公式 10 

QU 区 人 机 2 一 9 站 2 2 

避 各 站 名 闻 3 四 六 闻 s 站 7 站 由 六 4 加 信 
L 六 人 有 UL 芝 一 2 
fa 二 六 芒 3 器 人 “ 


将 公式 10 代 入 原 式 ， 即 得 
Da Di 1 eg 


叫 一 
_ 所 2 再 局 三 斥 
5485。 功 一 区 2 3 -十 Xy 33 士 昂 -7 


解 ”将 公式 10 代 入 原 式 ， 化 简 床 理 得 


尼 


再 一 ”2 一 
眉 上 #& 


了 7 


az= -xy 322 十 X2 生生 


印 
5486: 洒 二 一 3 7? 总 7 


解 ”将 公式 10 中 的 换 成 z 。 然 后 代入 原 式 ， 化 简 束 


理 得 
一 局 2 
功 一 3 。 
35487 .在 式 子 
Ts 


中 ， 人 入 和 一 foeoagy 曙 一 Pei 多 。 
解 对 国 数 4 及 ”分别 用 公式 9 ， 即 得 


9 昌 ' 
人 人 茹 - 才 影 /他 束 + 再 吕 


局 Da en、 
一 他 人 十 二 让 ) 壮 各 一 汪 瑟 5 


工 ( oa on Du ap 


or am ap or 
35488 , 引用 新 的 自 变 量 
” 天 一 一 站 如 一 区 十 Gf 加 
解 方程 


电 2 扣 一 as 对 凤 
Qf2 侣 %2 


35489 . 


韦 之 ， 得 光一 /6)， 有 从 而 


呈 一 各 KE 十 加 入 一 条 (敬一 Gf 十 钊 (十 节 y 


其 中 中 及 贡 为 任意 的 国 数 . 
取 * 政 作 新 的 上 变量 ， 变 换 下 列 方程 : 
他 = 全 2 包 Dz 
?357 XI 一 和 + 


设 % 一 zx 十 ay 上 2 放 u 一 xy 一 1 。 


az az at azan as 上 尖 
好 5 一 3 二 天 有 方寸 到， 


oau 959u .0 一 uagz 
解 于 一 一 8， 

-0430 049 
5 3 Bax 19 
Di 7 ， gu 
局 了 一 让 “ 卫 

aa su ab2 

一 -了 22 5559 十 9 372， 
问 个 3 王 
8 经 ) 一 证 十 2 ET 


73 


22 加 2 匀 问 2 了 十 全 2 
DYX2 03 Dior ”Don2 


Dzz 32)-a 3 昌 zz 日 zz 
7367 + 5 QU2 
入 -全 旺 

代入 原 方 程 ， 化 简 整 理 苑 得 
0 . 
?9 之 2 xz .32 3+7 让 一 0 ， 
设 s 一 InCx 十 A/ 工 十 X5) 及 u 一 lnfy 十 AT 十 y2)。 
媚 9z _ .az qu 1 9z ， 

昌 X Di 和 AT 十 
9z-_ _ 1 .9z. 
dy ww IT+32 00 
3 一 沁 (一 2 
中 党 2 AT 十 天 2 9 
= 六 9zi_ 1 2 

CI 十 x2 7 生 吕 村 ”二 基 2 D2 
9sz 3? Dz 1 2z 

6 和 KKILya) 主 9 1 人 op 


冯 3 


代入 原 方程 ， 化 简 整 理 得 


Da2z ， Drsz 
站 到 2 十 Bo 0 。 
5491+，ox2.3 -9 二 oy ?号 人 一 0(a, 0， c 为 党 
数 )， 设 2& 一 lnxs au 一 lny 。 
般 02z_ Taozrz 02_ 1 9s 
YX Xi Dy 了 D01 
sw 1 92?z 
DYDy wy Du 
Go?z 1 9z ， 1 D2z 
3XE 一 一 5 3 0 
322 -了 工 9 | 922 
局 9 2 0D 32 Do3 


代入 听 方 程 ， 化 简 整 理 得 


a( 3 3) 二 a26-asz Ho( 二 一 3z) 0， 


局 引 王 口 3dT 好 眉 忆 
口 2z ， 丫 32 四 风 
492 。 己 了 十 3w8 一 0， 设 8 一 X5 二 2 四 学 3 二 2 


解 2-ez 中 To ao 
YXY 8 DDN Do 避 闪 ? 


Dez ” z GE ，> 昌 r 
ay oaady do Gy， 


2 如 了 


卫 且 过 


022 2 93 3 十 2 G2z 98 Do 
站 区 于 “ 7 gb 日 加 共 
十 十 -9 主 2 人 ， 日 3 局 2 
(3 全) 十 -3 和 十 3 3 三， 
1 公式 11 
| DB2z_ 9 3- 邓 (3) 十 2 23 Du Da 
E 加 光 本 如 ?9 站 风 
站 2 7 DA az 日 214 ， 避 2 2 
| 二 3) 十 和 + 人 35 
本 题 中 ， 
az 多 盖 区 3 ar 号 区 则 
所 区 《2 眉 世 人 ? 
Du 有 革 昂 an 
ay 【 洋 主 十 各 2 站 区? 
9 _ yz 一 xu 
Gy  〔x2 十 9222 QQX 7 
9 一 9 =--9(9o 1 
六 2 
品 (一 22 日 2 和 
自如 避 日 
同 法 可 得 
ss ge ap 
加 YYy GDX2 口 98 7 
注意 到 
问 丰 这 rrDnmsv2 回忆 2 
3 1) +( 果 下) 一 ( 呈 - 十 (7 ， 


Du Don 9 gt 


日 好 刁 交 yy 9y 


Du ，Dztk 2 zf 
了 X3 DYy2z 日 X2E 避 32 


则 由 公式 11， 即 得 
已 2 丫 2 局 上 如 中 
认 +133-[( 号 ) + 和) ] 


局 22 sz 
”8 + 1) 一 0 。 


0 > 


由 于 (中 ) +( 池 ) 关 0 ， 故 得 变换 后 的 方程 


刁 23 2 
一 


0 。 
办 22 ， 和 22 
问世 = 二 全 3 3 
解 由 于 Y 一 ereospyy 一 erain， 故 有 


加 8 十 多 2 一 62v， 4 一 In xx2 十 yz 


3495 . 


十 rizz 一 0 ， 设 x 一 ercosoyy 一 ersing。 


“ 芋 攻 5 一 去 ， 2 一 .re tg 之 《za 葡 值 性 不 影响 求 导 


了 


所 得 的 结果 .于 是 ， 


Of 总 _ ea 

妇 Y 2 小 罗 3 

oO 2 -ep 

站 多 二 避 党 ” 
由 3492 是 得 


六 司 隆 


5494，-< 3 


了 有 季 


站 人 3 OB Ya 站 和 
3 十 9 十 攻 22 一 [( 营 ) 二 (7 ] 


on 


半生 


=-[ -> rr 2 
Ce 


眉 2z ， 曲 22 
《3 十 询 ) 十 mez 
_aar 口 2 了 ， 品 3 
一 慧 一 2 5 忆 十 22 一 0 ， 
即 
口 站 2 、 
3 十 3 十 12zezr2 一 DO 。 
门 二 也 国  . 
一 下 十 2 。 
Do et 1 Ga 1 
第 5 351， 37 一 训 ” 姜 ， 
Q "1 日 2 一 0 G24 1 
日 2 四 区 ” 中 3 2 ” 
Dzz 1 
了 一 业 
局 3 2 
由 公式 11 得 


代入 原 方 程 ， 化 简 整 理 得 


口 22 
2355 一 0。 
癌 22 2 ， 半 
5495， 2 可 区 于 一 闪 7 一 0， 设 4 一 和 3 “一 
ar ar 1 oa 
解 本 
ou 一 芝 局 ?4 0 Dxzzu 0 
4 2 ” 白光 ? 
避 划 站 2 2 
032” ”932 3 
.由 公式 11 得 
Gz2 aa 昌 22 总 22 1 82z 


二 2 0 3 
吕 一 va 加 2 了 222 个 2 包 


3y 二 ”4 42 Du 


GMXN2 ”NE 


283 


汪 2 和 22 ， 卫 区 站 了 


4 Da 95 0 
代入 原 方 程 ， 化 简 禾 理 得 


十 


5496 , za 六 


1 ， 工 
设 4 一 % 十 7 5 基本 六 


Dz Jaz ez az 1 oz 


解 ze9z_ 1 工 Gz < 
9 Or 2 Do ooy 加 45” 


azz -9zxz_ 2 9*z | 工 92y | 鲜 9z 
DX2  DUE xX2 Do X4 DDE  X%3 D 


虽 2?z 2z 2 32 十 圭 92z 4 了 总 二 

ay Da 2 Ban 3 30 3 

acz -922 (二 十 本 ) 22 1 azz 

问 XG9 。 电 直 吕 总 人 973 DoE。 
代 六 原 方程 ， 得 


屎 2 下 2 工 az 
共 休克 3555 十 《zz 士 六) 


《2X2 3232 【〔% 十 32 
区 玫 3 


攻关 一 中》2 
。 ， 
一 ( 支 二 六 ) 【十 3 一 重光 人 
一 D2fa2 一 4 二 一 4 一 和 >。 

如 


从 而 得 变换 后 的 方程 


cz 2 9z 
Duan ” 风 和 4 一 207 59“， 


人 2z > 由 、_ 品 2z .zz 9z ez 
7 757 二 十 儿 调和 十 二 避 


一 0， 设 w 一 二 (xz 二 yz) 及 pb 一 xy。 


口 z Dz 四 z 让 2 日 
解 5 一 37 二 235， By 58 


全 2 
吕 2z > 昌 2zz 日 2z a 口 2z 吕 z 
520 
避 zz > 昌 2z 妆 22 2 四 22 ， 昌 z 
8335 


2 号 ， 避 2 
日 XYOy 一 3 了 十 瑟 人) 《< 7 


回避 四 
问 妈 口 十 3 宁 ， 


伐 六 原 方 程 ， 得 


全 37 


9 2 上 z 


四 22 14，a 32- _- 
[区 十 和 32 一 一 区 292 3 YX， 
有 即 
外 马 口 2 了 __ 问 z 
人 一? 7 595 gg” 
35498 ，。 呈 呈 尖 si ny 5 十 sinzyr 呈 二 一 D ， 


8 2 
二 革 
2 

代入 原 方 程 ， 得 
(veinysee? 演 一 到 sin?yseo2?t8 袜 ) 
(2xtg 一 2x ts) 32 


了 2 且 县 


全 基 1 学 Dz 


-- 了 oosz2 .93 一 2 ， 
全 六 t 作 去 598 8 1 下 
即 
GD2zz 24 az 
昌 DZE 上 2 十 卫 2 愉 芋 
3- 和 一 7 一 (xz 一 0，o 0)， 访 x 一 (4 十 bo 
下 yY 一 (4 一 D72。 
解 由 xx 一 ao) 及 了 一 (Ca 一 50)2 分 刻 对 及 对 ? 求 
候 导 函数 ， 得 
已 
f 一 2 Geto)( 且 二 到 5 
__ ou 99 
0 一 2 人 5 人 3 日 区 
0 一 2 (z 十 oD(3 全 十 3 )， 
一 ua om 
1 一 28Ktr DIS 5 洲 
解 得 
Gu om Di _ ou 1 
3 bw farayy7 ay ” Dy ”RH 
主 是 ， 


他 六 用 


2 一 QZ 92 90 一 1 (2 十 9 
yY 4 DY on 有 8 和 二 DeE om 
oz -1 (az 9) 
站 9。 本 一 0 
G2zz 1 Di Du reDz ，0z 
1 
上 让 2z 日 下 2z Go 
TOTAL 和 二 
axz gu ，3azz au 
NOD 日 关 DO 映 交 
1 口子 时 世 1 
BCaTas 2 十 5 ) 十 16(4 士 DD3 
_f 自 22 | 2 
个 要 站 4 站 站 02 7 
商法 可 求 得 
Dzz 1 - 站 也 一 3z )+ 1 
3 8 一 3 人 了 16f 一 刀 )2 
日 2 局 2 二 局 2 
妆 下 2 “3585 十 “ 
代入 原 方 程 ， 得 
全 2 志 一 y zz 】 dz | 93 
品 乞 2 日 人 2 全 (十 好 昌 有 站 0 
了 7 局 2z 口 2z 局 2 
二 164 3 二 2 -8535 十 ) 


29 人 


工 人 z ， 避 z 
CT 
(2?2 癌 2z 33 》 

16、d2 目 3 


击 (二 2 骨 吕 绎 二 下 癌 忆 
一 全 6 一 也 一 一 


一 5 3 二 
即 
日 “2 Da ,9B3sAy- 
QUO ao “39 
92z 
5500.- 语 汪 -=( 1 二 各) ， 训 cx， 一? 二 2， 


解 由 一 x，o 一 ?二 > 得 
如 4 一 达 %， GD 一 品 4 十 G2， 


一 心 ， 


dz 一 2 9z du 上 9s 3z do 一 32dx 二 3 9 2 《dy 十 dfz? 。 


口中 
于 是 ， 
- 32 
(1 一 笠 )az= 22dx 二 32dy， 
432 az 
0z 一 gg 问 z -ov 
9x 上 一 92 ” 字 1 2 
避 纪 30 
四 二 
站 5 1 
TI 十 二 二 一】 一 
97 2 1 一 心志 
总 了 


23T 


品 对 妆 司 
5 at 里 )- (人 
站 
1 
加 ] 一 3 2 (32 
一 (-2.2 22 OU 92z 0n 
(1 一 5 2 Don 和 DDz 9X 
3o 
了 22 ;sz  Dz 
和 1 一 对 ) 5855 下 GD 区 
器 妇 口 22 让 
帮 -下 本 2 一 候 ) 5 喷 ].co) 


将 (1) 式 和 《2) 式 代入 原 方程 ， 去 分 母 即 得 


(1 一 2z 个 3 之 oz 从 2 2 一 1 
日 全 2 ”0 * 


5501。 利 用 线性 变换 
点 一 区 十 419 首 一 区 二 433 


谈 换 方程 
站 下 问世 避让 
-4 十 2 3557 十 性 方 T 3575 一 0， 《17 


《其 中 4 卫 和 为 常数 必 Cr 关 0，4C 一 万 2 一 0 ) 
为 下 面 的 形状 
293 


加 二 针 
ED 
求 满足 方程 《1 ) 的 函数 的 证 般 形 状 ， 


一 总 


只 - 强 - 吕 党 - 强 习 各 
3 
4 十 Ci 十 12 和 十 43 
3 人 一季 生生 十 202 站) 下， 


将 上 述 结果 代入 振 方 程 ， 得 


CA 十 2814: 十 CD) 呈 二 2 54 二 BC 二 Ao? 


局 2 ， 局 2 
当 -4 十 34 TChi 一 0 及 4T2Bh +TCAE 一 0 。 即 1， 
与 4a 为 方 独 


本 十 2 瑟 十 已 42 一 人 
的 枢 时 《注意 ， 击 鼻 定 已 拓 0 ，-L4C 一 忆 2? 一 0 ， 套 此 
方程 丛 有 两 个 相 异 的 实 根 》 ， 原 方程 变换 为 
个 2 于 
口 E 吕 他 


[十 瑟 (十 4 十 人 C4 2 一 0. 


击 根 与 系数 的 关系 得 ， i++1a= 一 呈 ， 和 1. 一 总 


3502 。 


234 


于 是 ， 
了 十 号 (41 十 427 十 CHI4s 一 2C244 总 和 0 
从 和 而 必 有 


总 


557 一 0。 


Drarry ou 
en 总 ( 和 -areoa 


4 一 人?dE -He 一 wpCE 二 wm 


一 %KX 十 4132 十 由 [区 十 放 
和 证明 拉 普 拉 斯 方程 
四 2 这 一 
Aar 53 
32 ~ 9pP 9 入 
在 满足 条 件 -二 。 =-- 弱 9 把 曲名 
的 非 退 化 的 变数 代 换 
区 一 夯 [1 了 ?5 水 一 册 KC8， 了》 


下 形式 不 变 . 


一 .99 Qg 
EX 一 可 十 dp， 


证 写 
dy 一 3du 十 号 如 = 一 各 dd3 co 。 


=( 徐 ) +( 丢 ) ， 由 于 变换 是 非 进化 的 ， 圾 知 


DG) 98 09 op 
五 (Cao 3W 明 一 (路 2 +5n 2 了 
Ba 0 
由 上 壕 方程 组 解 得 


可 和 一 本 到 (Sex 一 胖 a>h， 


由 3492 题 的 证 胡 及 各 式 11， 并 考虑 到 


的 (区 -二 Cr( 稚 门 -二 


即 得 
4 人 
一 [( 吕 ) +( 品 ) 
一 3 让 9， 
或 


SS 


35505 ， 
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癌 32 加 2 
可 下 十 避 D 
即 形 式 是 不 变 的 . 
假定 xs= Fr)， 其 中 r 一 “jxa 十 wz ， 改 变 方 程 


一 妆 ， 


2 
Ca) -Au 二 宁 + 3 莹 一 0 (6) LAuD=0 。 


解 《a) 3 一 FE = Fr) 芝 ， Gu 一 fr(r) 卫 ， 


加 3 六 
于 是 ， 
2 日 着 Fr 
生 后 人 > 
2 1 
十 了 Cr) 十 xfr(r) 一世- 
六 于 
台 守 
一 区 fr(r) 十 总 FPCr)， 
同 法 可 得 
和 了 乌 
3 这 一 扫 /"Cr) 十 后 放 Cr)， 
于 是 ， 
交 罗 上 Co 
asfCr? 十 T7(m 一 了 站 十 二 一 0， 


也 可 写成 Au= 士 党 (r 吧 )- 0. 


《6)》 -KL1a 一 工 二 Co? ] 


7 dr 
了 工 二 gd 1 
本 多 (生生 r 好 7 ] 
工 芒 Zu Gu ct 
弛 2 本 十 - 汕 六 *] 
本 人 Cd0 
四 * 
5504。 若 令 
训 一 Ca) 
其 中 其 莹 长 革 一 次 0 3 一 3 
回 z 必 0 
方 和 了 55 二 ecw 一 
蛮 戚 怎样 的 形状 ， 


am Ge 二 om 好 2 四 
解 (3 3877 3 5 一 全 。 


是 ， 方 程 -am_ Toeuw= 0 变换 成 


5 
十 红 吕 
2 一 一 十 em 一 0。 
5505。 假 定 
济 十 和 一 大 ，3 一 下 六 ， 
下 提 站 3 吕 让 


苹 37 


总 十 风 
ooX_- ， 8 虽 了 
是 ， 了 1 
ayY xx 


9y 发 十 多 8 


一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


8 由 2 2 癌 - 
xz 克 2 《x 十 ?2 0 和 DY 


上 32 局 2 下 二 2 3 加 让 
7 《YXdT3)507” 


代入 所 馈 式 子 ， 得 


xDzu Ta | at 
4 一 -37 DXOYFT3Z， 


5506， 证 明 :， 方 积 


马 
5 十 号 学 3 脸 +zy 一 > 9 训 二 2 9 


9 呈 


Gy ou Doy Do 和 加 本 
Dasz raozy 中 如 Za 台 2z 
3 一 (号 ) 一 站 42 号 )=> 382。 
代入 天 方 程 ， 得 
2 名 32 局 QZz 加 
了 0 直 2Y3 十 22K3 一 乡 7 本 343 一 34) 
- 吉 - 经 十 xayaszz 一 0 ， 
即 
号 三 十 2aus 2 二 2Cu 一 ba).32 二 十 习 27222 一 站 ， 
故 其 形状 不 变 。 
85507。 证 明 。 方程 
妇 22z 对 2 2 D22 
5 2 


2933 


在 变换 入 一 着 十 梧 示 一 十 巡 

下 形状 不 变 。 

证 将 2，a 作 中 间 变 量 ，x*，> 作 目 变量 - 微分 得 
好 芷 二 过 站 十 芝 z。， 二 一 芝 十 避 z， 攻 2 一 可 2 一 本? 


于 是 ， 
避 己 日 也 2 ， 日 z 
dz 一 全 de 十 让 志 5 一 -十 dz 
22dx+32dy， 
__Dz_ az 一 古 持 工 学 
8z -了 工 9z，9z2 - 工 9z 
Br dae by 4 Bo， 
从 而 有 
妆 忆 癌 2 


da 一 dx 二 dz 一 一- 全- dx 十 守 了 


.3z 2 
dp 一 可 yy 十 df2z 一 2 df 十 Gdy， 


?zz ea 十 23 :datdp 十 全 宁 -du 


14 曲 4 问 


了 可 22 一 


zyaza 十 9z dzn 
十 3 da 十 da。 


了 0D0 


上 讶 最 后 一 个 等 式 即 


Adrz= -二 3)ax 上 32dy 
十 3 部 各 [(1 -条 本 
上 [各 sar(1 训 )a] 3 姑 
二 1 -至 )qy 
于 是 ， 
(2(1-32) 
2 _9*z 汉 ) 3] 
本 人 E 
侣 2 屏 避 D3z 站 2 站 好。 
376y 等 (: -各 已 口 W 3 了 二 53 
疡 交 
+(z 一 全 Xa -区 忌 澡 
共生 
) 3 +232(1 -2 


口 2 ， 2 o3 
” 和 二 1 2 5 这]. 


耶 上 了 


代入 原 方 稳 ， 化 简 整 再 即 得 
。 羡 
5 2 - 训 二 六 0， 


半生 
故 其 形状 不 变 ， 
5508。 假 定 
盖 了 ，2 一 此 ，z 一 二 
灾 换 方程 “> 3 的 二 1 交 交 和 遇 计 
解 ”由 于 
，- 
_ 人 9 ， 
0 入 + ， 
页 有 
2 
8 238 ax 2 
同 法 求 担 
ai 
3 25 ”57 站 
玉 荐 ， 
ou -ou 3 au o9 1 0 
0 5 5 00 3x 5 ax 


昌 


3 了 302 


人 
527 SET2r ET 十 37 


9 沪 ( 让 ) 一 一 芭 总 下 vaGr 

QGXGy 日 世 29 世 

_ a 如 )+ 1 Ye 
235 襄 7 

-094 十- 92 二 _ 工 癌 (3 ) 
2 97、o 3y 2/ 2 


1 aa 到 Bazt 
4 0 全 6 


_ 下 Qt _ 攻 司 2 引 
4 1 442 1 


十 工 癌 牙 1 局 2 引 工 侣 3 妹 


1 1 31) 
同 法 可 求 得 _ 
亿 2 他 1 癌 到 1 总 二 引 


yez 45 5 4 3 
卫 折 们 过 之 中 


4 DI 4 9 


-上 DO 1 站 2 本 
诈 而 开外 而 -就 5 二 人 535 《2 


Du 1 er 总 二 
GZzDX% nz Ed 


3 了 303 


3509。 


i 93 1 站 3 
4E505 On 4 On 
工 曲名 攻 ae | 他 并 
奶 亚 ”385 4 中 35= 十 202 QZzes“ 
将 C13， (27 3) 三 式 连同 xx，y，z 一 起 代入 原 
人 


十 


长 3 


局 2 于 
站 2 


二 53 二 + 人 站 二 十 攻 > 


号 人 5 


亚 + 


一 oo 交 二 7 总 和 - 误 引 )， 
即 


如 总 纪 
(3 0 (03 ) 十 区) 
一 2 (所 -9 十 臣 -一 9 十 起 E 一 一 )。 
2 mL 5 
假定 
多 一 区 2 十 党 一 其 19 和 2 一 基于 生 一生 2 
Ja 一 其 1 十 其 = 一生 sy 
变换 方程 
站 2 之 十 局 23 ， 导 22 口 2z 
OOxT DYx 口 X3 间 X 1 站 区 2 
站 2 2 日 zz 
+ DT 0 
解 “ 不 难看 出 


所 口 口 避 
加 X1 5 二 )， 


导 
和 (5 -于 十 5， 
一 De 
这 (+ ys ys 
把 上 述 结 果 代 入 所 给 方程 的 左 端 ， 印 得 


扎 2s 9 | 间 22 站 2 
DxXz  BxXe DYX3 站 XGOXa 


十 局 2 台 zz 
里 口 节 介 X% 3 
一 <9_(.Qz -az 心 站 二， 口 z 
DY axXl DYa GXavDxXo  Gxa 
避 (-2z 局 3 
四 
站 眉 z 司 癌 z 、 
一 
局 『 站 z 
十 5 ? Gya 
-:[(- 
2 :+ 如 证 


好 所 地 问 己 
-上 - 一 
(5 5 十 3 Gy 


了 05 


， 中 D 0 口 z 
(aa 
个 四 2 

日 了 如 )， 


如 2 人 
一 2 ay 有 


共 而 原 方 程 变换 为 


Dzz ， Dazz ，Dzz 
7 


3510。 根 定 


蛮 换 方程 
2 邓 2 天 2 全 2 让 2 全 2 让 加 21 
闪 3 十 5 2 十 22 艺 消 3 
人 上 28 
沾 2 蕊 也 已 十 富 人 By33 一 心 。 
解 定 尽 算 子 4 


册 有 
4 dd ad 二 acdoy 
避 革 避 ? 


-za4? 
站 z 


了 丰 生 


一 交 ( 日 9 十 总 总 


ET 启 + 
加 2 曲 2 加 和 个 
+ TY DOETT2O0O 十 D 


人 az 6 
十 区 -33 十? 5973 3 + 责 ) 


站 
日 和 


于 是 ， 原 方程 可 改写 威 


一 (x xy + xz 十 da。 


忆 ) xz 一 0 或 4zu 一 4a 一 0 ， 


-x(- 这 训 - 志 六)+> 信 如 + 训 ) 


吧 外 基 到 站 他 其 E 
工 Gu .9u 
十 志 二 7 5 ) 
癌 寻 口 委 


424 一 4-4t 一 (全 三 ) do 一 5 率 (给 


十 Eu 


一 上 .9 CE 


这 
了 07 


从 而 .44 一 如 一 人 Se、 册子 5 六 0 ， 圾 原 方程 


变换 为 


2 


9 


35511。 委 定 


把 一 六 sinbeesg， y 一 rainlgsing， 二 cos 人 ， 


变换 式 子 “Liu 一 (》 +( 汪 ) + 


避 光 

日 3 人 ， 避 2 和 ， 昌 3 

及 人 om 一 
为 球 仅 标 所 天 的 式 子 。 


解 ” 先 作 变 黎 
区 一 暴 coga 有 yy 一 想 sinp。 之 一 了 
它 相 当 于 对 <，? 坐标 作 一 次 极 汲 标 变换 . 
利用 3485 题 及 3484 题 的 铺 课 ， 对 新 变 元 下 ，，2 有 


(3 
=( 小 和 f 遍 强 ) 二 ( 胰 ， 


台 2 下 ， 意 244 ， 站 2 人 
< 一 再 交 了 7 二 


也 站 站 


再 作 变 换 

瑟 一 rsinf， 中 一 中， 一 fcosf 
它 相 当 于 对 尺 ，>= 全 标 有 作 一 次 极 绎 标 变换 , 其 中 台 
相当 于 公式 9 中 的 y， 9 相当 于 公式 9 中 的 史 . 于 是 ， 


昌 人 网 六 eosb Du 
瑟 总 一 了 十 了 5 东 一 sp 各 弛 二 了 亲 ， 


再 利用 3483 题 及 3484 题 的 结果 ， 特 


4uw=-( 器 ) + 疡 (各 ) + 各 


一 (人 2 + 页 ( 生 ) 十 7 (这 ) ， 


DT 1921 了 9 二 3 
攻 4 一 再 RE 十 厌 二 D 二 页 3 十 
问 2 二 1 D2n ， 1】 人 局 中 T 局 24 


Gr2 2 Dpb2 站 Or 二 zsi5 站 儿 ” 


了 cosf 电 z 
二 3 一 (sing 十 -os 凶 8 
2 I 六 芷 
一 到 9 ia 0 
1 ou 
入 2 区 ED 站 上 


D v .ab 
[ 玄 和 ) 二 8 训 (sing 5) 


1 


1 局 34 
十 simn2 间 3 过]， 


注意 到 两 次 变换 的 滋 积 就 是 所 名 的 变换 ， 因 此 ， 好 后 
得 到 的 4 如 及 必 2x 的 结果 即 为 所 求 . 
5512. 在 方程 


92z 十 问 2z 7 昌 2 AN2 可 z \ 
2 3 一 (5 十 (5 

中 直入 新 函数 立 ， 假定 切 一 22 。 

解 这 = 玫 om 1 9m az 工 0m 


一 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 -一 


ga 3 By 2z 07 


92 - (az (am 
35 


一 -1 am _ _ IT 929m 
2 DB 2322 有 X 昌 X 


1 对 2 码 1 7 由 2 


-一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 


23 DYX2 23 站 区? 


站 2z2 1 zz 1 问 友 


本 Gy 
代入 原 方 程 ， 人 化 简 整 理 得 


u(S 芭 二 +3 8)- ( 科 空 】 二 (8 中) ， 


即 形式 是 不 变 的 . 
取 “ 和 为 新 的 自 变 重 及 z= zwCu，z) 为 新 函数 ， 变 


3 


换 下 列 方 程 : 


地? az 号 _ 四 
83 十 2 再 一 和 5， 设 z 一 六 ， 全 一 % 划一 X2 一 省 。 


解 从 3513 题 到 3522 题 岁 属 作 变 换 
好 一 直人 省 》， 了 一 MK， ， 旭 一 mm 人 和， 2 
的 类 型 。 我 们 来 时 册 一 盘 公 式 ， 上 顺便 指出 一 般 方 法 ， 
将 由 o 汕 作 中 加 变 量 ，*，? 看 作 自 变量， 风 有 


了 515。 多 


一 .9u gx 十 9 一 pcdx+9u 
du 一 wdxTS7d3?， do 一 39d3 十 dy， 


一 9 Aix 十 Ga 十 3 
dm 一 3 dx 十 3y 9 十 dz。 


侣 z 
du 一 2 十 多 二 dxdy 十 刁 33 
本 5 一 dx 十 2 0 吕 do 十 dy*。 
dzw 一 3 全 df 十 革 生 dy 十 3 于 dz 
十 2 训 光 xdy 二 2 生 dydz 
十 2 dzdx 十 Sedsz。 


梅 gm 和，aa 及 do 代入 全 微分 式 


一 92% dr 二 9m 
Gu 一 du 十 本 dp ， 


化 简 畦 理 得 


孚 了 了 


mi =-!32 3 Gu dz 


站 到 站 于 日 JU 避 雪 
+( 器 吕 + 店 品 - 党 


于 是 ， 
一 (3 一 1 7 日 z GT Go om 1 
站 各 局 3 Gu Da nb De 
寻 =(3 2) am 64 3 am 
昌 芭 57 十 0 Do 


ax 87 50 3 


3m jdx 


SSE。 


ze 
刁 区， 


国人 
”3 


从 式 12 


aa 而 号 


及 5 是 变 痪 后 新 变 元 间 的 偏 导 函数 ， 其 它 均 为 由 马 


给 变换 导 肖 的 已 知 关系 式 . 


把 上 面 求 得 的 dzw，da，adp，d2u， da 代入 表 


示 新 变 元 关系 的 二 阶 全 微分 式 : 


Dazm Daztm zm 
可 2m 一 1 可 23 十 客 3 cad 十 5 中 03 
4 全 er 全 o 
再 把 式 中 的 了 ez 玫 成 已 求 得 的 号 如 dxz+ 经 dy 接 


可 2 gx 有 本 2 合 
与 袁 示 旧 变 元 关系 的 全 微分 式 ; 


于 7 六 


宫 背 回 类 项 ， 最 后 把 所 得 的 结果 


ISSN Hi “ 


dz2 一 三 cx ?十 2 汪 . 
相 站 较 ， 即 得 


2 一 (wz 人 23( 2 
站 下 2 、、 自 苍 


DXa GZz 


十 2 站 2 菩 DGm ， 3 如 


Duan 6% 65 6o7 
十 9 中 问 芋 入 站 二 8 局 
十 天 加 天 王 站 D 司 w3 加 2 
9 
癌 了 3 3) QGxaeGz  X 
2 一人 (3 人 Ga Gu ou 
OO 、 、Dz / 吕 于 2 口 和 和 汉 


站 2 7 Da DO ， 司 直 站 人 
二 EU 


二 3 0 no et 
间作 2 问 革 站 加 全 


Dr 日 ?mm ， 马 2zD 
GUYXDy 日 %By 


2 GOz 2 总 2& 申 z 


_ 一 -92 才 Q2 
Dee ay 避 沁 站 区 和 旭光 站 3 问 半 晶 芝 

全 2 芝 妆 7 

3 ) 它 叶 2 S (3 ) 


1 


子 了 和 


Dazm Du ao 昌 2mr gmrva 
+ -67 5 十 3) 


如 xzU 可 ? 基 rn Go 半 2 友 
8yz5 Ba yz 百 y 


3 汪 ( 斌 3) 一 2 已 车 芷 |] 会 式 13 


公式 13 杰 复杂 ， 一 般 不 直 芒 应 用 。 本 题 用 求 僚 导 数 法 
较 方 便 ， 由 于 


om_ ez 
到 37: 
及 9 Do au am OU 日 到 
ay bi 9y 6 yy 32 gu 
故 得 
> 了 工 _ 工 口中 
2 3 
于 是 ， 
全 2 名 Da rz?2z 日 z 
了 国定 2 一 六 (2 二 2 中 
二 1.917wzdz 
加 5 人 (2 


人 ) 一 > 一 1 总 各 ) 


-这 ) 吕 + 高 (90) 吕 ] 


zzm 
站 在 一 0。 
口 “2 健 2 Dasz 9 
3514 3 十 可 9 0 ， 设 4 一 区 十 3 了， 5 一 二 ， 

四 一代， 

避 
解 已 于 站 中 必 27 多 电 g 了 

Qx 9y ” 昌 X 2 

9 中， 二 9u 9m  _ 工 

四 叶 眉 久 日 G32 ， 


代入 公式 12， 得 


个 了 au 3? em 四 
8 


32 一 x (号 十 工 Gg 一 3 十 -32 


避 4 十 芯 避 也 


GT 

“5 。 于 是 ， 
Gz 92z 二 学 一 (9 学 加 ) 
日 2 6 总 


一 (如 总 四 ) 


吕 一 经 -9 (3 一 3z)= 3 9 已 
局 yy 站 W、 口气 口 光 


一 ok 0 9RE on 6R ou of oo 


四 


=2 (3 一 二 号 一 32 ) 
避 器 如 昂 
DT gm 和 工 
=- 部 [w LE zz 
[各 - 腾 -Ga+o38 -去 Ga+o] 
了 工 口 ? 丰 
一 六 (1 十 0 一 0， 


末了 


由 于 * 关 D，1 十 ov 关 0， 故 厌 方 程 变 汶 
全 3 这 


7 
器 从 2 Gzz 村 四 
5515 ， 0 识 关 一 邯 十 yy 一 和 一 ys 
鳃 一 和 了 一 全 
au _ ou om oz 
解 5 131 
aum 一 口 地 2z 
和 迪 ay 可 z 夺 。 
代入 公式 12， 得 
D2z  ， gm am Dz “am ， brg 
芷 2 
绎 = 日 划 Gatb 


口 2z 人 2z 二 acz 日 1Gz _Dz 
Dx2a ”Doxroy Doyz 0 ax 问 人 


G va 
上 + 区 ( 生 


一 妆 引 -3 至 -+ 吕 )+3 二 92 
避风 十 再 
.一 四 2 zu 
2 电 ( 人 232 92 一 


可 了 7 


了 31 


浙 方 程 变换 为 


人 2 了 工 
SS 一半。 
站 2 司 2 2 Gz 十 一 了 光 
5 二 人 
蕊 一 ET 
解 9 -ou -oo -上 上 一-o2. 
Go 0Oy dgX 32 3 
2 -0， 9 ser om-e 
六 口 ， 83 阁 妇 3 本 
代入 公式 12， 得 
Dz 1 ro 友 四 加 
二 全 6 人 3 十 
.9z 一 工 : 3 ) 一 
By 一 2 2 3 一 2 
于 是 ， 
ozw ， zz bz 日 (3z 49z +] 
DGxr2a DOxay Byx ax Gax yy 
日 一 ， 筷 吕 
一 训 人 (3 
ee 中 『 昌 m = cf Gu ， 9 on 
日 YY、 司 Da DOX Duon 昌 X 


ce (9 中 本 
问 让 2 总 如 吕 忆 


一 之 。 


一 2。 
这 


站 517 ，-- 全 一旦 -一 了 (1 ， 证 # 一 和 一 区 


十 4 切 一 基干 汪 十 二 
解 ”由 公式 13 不 难 求 出 


2z _ 昌 za 日 册 
9x By eg 


同 3514 题 的 方法 可 求 得 


8 a 
3 入 一 2 -证 3 =( 京 一 7 儿 呈 一 


= 训 ( 竺 )( 生 一 关 )+ 遍 (各 


浊音 问 外 于 人 
忆 QT(_11a1am 
加 YE ( 1 司 放 GD j 


了 19 


一 (一 一 1 】 光 | 到 + 训 ( 至 )32 


=( 忆 一 1 )- 5 
将 上 还 结果 伐 六 原 方程 ， 即 得 


炎 
85518.〔1 一 zx 3 与 这 一 x 92 十 了 


Y 一 8inu，3 一 Sin 2 一 e'" 


ez _ ca mc er 0 
3 


解 


ze 9 


局 人 切 眉 吕 召 站 已“ 


2 Ye 91- 9 e” 9m. 2 
DXa Beosf 站 芋 DSS 下 国 基 


1 { BOW 站 2 台中 sin 台风 
站 名 让 和 3 和 加 上 中 六 久 下 生生 衬 ROSEZU 由 全 


ee 和 am 昌 四 ,gm 
) 十 -8 二 1 人 


ze 
2 2 ( 32) 到 十 t89 5z 小 


将 上 述 结 果 代 入 原 方程 ， 并 注意 到 


了 2 


2 一 主 
1 一 区 2 一 052 和 。 】 一 光一 辣 3 丰 ) 


忆 简 整理 即 得 
3 全 十 35 风 二 二 (3 ) + 史 ) 二 9， 


器 2z 日 ?22 DOz 了 工 . 
5519。(1 一 多 3》 司 训 一 本 一 和 〖《1x|-1)， 设 


4 一 二 (yy 十 are S 人 了 5 一 二 (> 一 are cos 兴 )》 ， 纲 一 


2 1 一 5 ， 
解 ”由 公式 12 不 难 求 出 


人 了 _- 1 口 册 站 机 十 哆 名 
Gx 2(1_xa) ay 日生 2KC1 一 六 33 
唱 z __ 工 auw 二 日 
避 信 2(1 一 xz 二 中 昌 8 
于 是 ， 
站 2> az 3 
《1 一 问 2》 一 2 司 交 一 G 具 宇 》 绊 ] 
 D 《1 一 xz] 眉 则 昌 吕 产 
本 日 纪 )+ 泽 
竺 日 区 局 细 也 ， 区 自 z 
一 一 - 一 十 十 一 
4C1 一 xs 日 ) 2 3 0x 


二 Ge Yam am 
全 站 %、 昌 pp 癌 4 


3 了 2 了 


5520 


一 卫 十 他 G 一 2 二 日 (3z 
4 一 5》 2 人 uaDp 


一 .mp195 总 ez _ 刍 ) 叶 |] 
站 和 ” 司 革 Go 3 78xX 


全 m 他 2 坝 
总 经 硅 2 5 十 ? 


ay eyey ac 二 (人 


十 3 2 于] 


要 2 友 台 2 tb 
四 下 2 xfGzp 十 古 55 ” 


将 上 述 结 果 代 入 原 方 程 ， 并 注意 到 
TD GD8 和 一 引 一 如 着 CO8 攻 人 一 到) 
1】 一 23 一 8im2K2 一 )， 


化 简 整理 即 得 


局 3 钢 


DaiBzm 4sinafL 一 2 
口 z 问 立 
9 一 2 “3 75 3Gx2 十 az 
5 


站 1 
站 o 


《和 | 


己 


-|y13， 证 时 一 着 十 了 一 基 一 咯 ， 了 一 一 一 一 
AAAXa 一 y3 
解 原 方程 可 改写 为 


1 1 azz 2xX 
0 


,ez 3 9z- 3CX2 十 和 2 
9X 《2 一 yz2932 0 (《X3 一 %575 
或 
局 工 I 器 
总 息 癌 王 一 汪 渤 ) 上 让 区 2 一 32 昌 当 
30x2? 十 
四 5 人 
由 笃 式 12 丰 难 求 出 
在 了 -一 -7 日 
中- ( 交 + 
.Gz -- 9u、 yz 
局 尽 和 一 3 Bi 35/ X2 一 ww5" 
于 是 ， 
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证 dx' 一 至 一 入 doy ay/ 一 点 dy， 
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( 挫 中 声 人 4 一 瑟 了 7? 中 邻 # 一 区 十 2 总 东 十 2 


区 一 X 一 十 z， 恨 定 丰 一 由 Co， bb ， 
解 ” 本题 用 全 微分 法 解 较 好 - 由 
妇 z 一 由 中 和 十 Gqy 本 下 一 基 十 2 一 了 十 zs 芭 一 基 十 和 十 辫 
可 得 
好 4 一 要 Y 十 芝 2 一 (1 十 六 dx 十 Gy 
dpD 一 避 y 十 Gz 一 bax 二 KaI 十 GOG3， 
全 ?一 这 2 了 一 二 2 划一 过?2x。 
把 上 述 结 果 伐 入 新 变 元 的 全 微分 式 
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[ee De] 


十 S- 本 宁 Lpax+(o+Ddy 
将 上 式 与 
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2 六 CT 十 二 32f1 十 9 一 《1 十 六 十 如 十 2 六 G7 
十 29K9 十 13 交 ELI 十 直 ) 一 一 《1 十 访 十 @372 ， 
原 方 程 变换 汶 


2 了 
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处 的 切 平面 方程 为 
眉 之 他 2 
Z 一 z 一 广 ( 寻 一 %) 十 囊 ( 一 2)。 


在 M 点 处 的 法 线 方程 为 
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疏 法 平面 过 原点 ， 


62 日 。 江 一 站 3ia2f， 包 一 上 in 六 cosfy 包 一 吕 cos2fy 在 后 f 一 。 
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解 Yo 一 @ ein - 术 二 可 ?ao 一 可 ， 2 一 部 
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法 平面 方程 为 

cfx 一 号 ) 七 一 oz 一 全 )= 口 
遇 

ax 一 oz 一 二 (az 一 cz) 


宇 一 世 y 之 一 区 2 在 点 adC1， 1 1 7)》， 
解 设 x 一 上 ， 出 > 一 !，> 一 大 。 于 是 ， 


一 
DA12 一 《IT ， 了 二 上， 


切 钱 方程 为 
区 一 1 多 一 记 忌 一 上 
1 1 2 3? 
法 平面 方程 为 


{《 基 一 17 十 (3 一 13 十 25Kz 一 12 一 0 吉 x 二 wy 十 22 一 4， 
区 “十 2z2 一 10，3 十 z2 一 10; 在 点 MT1I，1，313. 
解 ” 当 曲线 以 两 个 曲面 方 硒 

一人， 下 (2 一 0 
讼 如 形式 答 婴 时， 可 先 求 出 两 曲面 在 交点 处 的 法 向 
量 ; 

了 一 《有 0。 下 和， 再 1 省， 一 下 2 互生， 本 5 


则 曲线 在 该 点 的 切 向 量 为 
~ - = 和 1 下 1。 本 
闻 盖 让 1 区 交 3 一 屯 子 全 
蕉 | 严 2 百 s | 五 sa 五 2 下 ar 
可 题 中 ， 


s532 。 
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允 一 {2， 0， 6 了。 Ha 一 {0， 32， 王 |， 
一 {1， 怠 ， 3+x10， 1 31}+ 一 [一 3， 一 上 1 
于 是 ， 切 钱 方程 汶 


区 一 1 .了 一 1 2 一 3 

一 3 一 3 1 

均一 L 3y 一 1 zz-3 。 
或 8 3 一 1 了 
法 平面 方程 为 


一 8(X 一 1 一 3 一 1 十 (zz 一 3 一 0， 
即 
3 十 33 一 2 一 3 
区 十 2 十 2z2 一 6，x 十 十 2 一 0; 在 点 MCI1， 一 2,1)， 
解 普 一 X2 十 32 十 22 一 6 一 90， 万 一 % 十 9 十 s 一 0， 
fi 一 2f1， 一 人 ，1} 83 一 《人 1， 1 工 }， 
={1， 一 2，1jxtly 1，1》} 
一 一 3T1，0， 一 1 )， 
诗 是 ， 切 线 方程 为 


xz 一 1 zz 一 1 __ 
1 一 一 了 或 | ”， 


了 一 一 2 了 十 立 一 日 


法 平面 方程 为 
《光一 1 一 《2 一 1 一 站 事 % 一 2 一下- 


在 曲线 x= 缚 3 一 纪 ，z 一 a 上 求 出 一 点 ， 此 点 的 切 
线 是 平行 于 平面 * 十 ?> 十 z 一 4 的. 


解 ={1 ，2+，3t2， 平 面 法 向 量 * 一 11，2 ,1 


了 用 了 


5554。 


5555 。 


3 了 342 


按 题 设 。 应 有 
忆 * 关 一 1 十 4 十 382 一 必 ， 


解 之 ,得 # 一 一 1 或 t 一 一 二 于是， 所 求 的 点 为 灯 ， 


《一 TI， 1， 一 1)》， Ms( 一 本， 辣 ， 一 六) 
证 明 ， 朵 旋 钱 X=acosf，4 一 asinf，z 一 b 的 切线 与 
Oz 轴 形成 定 划 。 


证 2 一 一 again 光 一 2 三 一 训 。 于 是 ， 切 
缮 与 Oz 轴 形成 之 和 ?的 余 芝 
2 
站 3 理 一 - 区 
过 
V( 榴 ) +( 吧 ) +( 办 ) 
--_ 
wa 十 间 


由 于 sos ?为 常数 ， 故 知 切 钱 与 口 z 轴 形 成 定 角 
证 明 ， 时 线 
号 一 Getcogst。， 峭 一 让 BaiD 寺 ， 之 一 人 El 

与 锥 面 ** 十 ”一 2 的 各 和 母 线 相 交 的 和 角度 相同 . 
证 国 能 x 十 2 一 zz 的 顶点 在 原点 ， 过 图 锥 上 任 一 
点 PCx，>，z) 的 母 组 也 过 原点 ， 因 此， 母线 的 方向 
商量 为 oz 一 {。3，z， _ 

时 钱 在 点 刁 的 切 向 量 为 na 一 区 ，?7 zf 人 一 Ge" 
cost 一 sinf7sEegsint 十 ecostr)y ee 一 YX 一 YX 十 yy 


5556 ， 


2 。 
注意 到 xs 十 ?2 一 2z2， 即 得 


os 
[2 人 sa| 
其 (一 W) 十 KE 十 多 二 吕 


本 


加 222 全 

AA 22z2 /322 AAA 
于 是 ， 交 戎 相同， 
证 明和 任 驶 线 

18{( 至 十 生 ) 一 em 《一 常数 ) ， 

【其 中 中 一 一 地 球 上 点 的 经 鹿 ， 弛 地 球 上 上 操 的 纬度 ) 
与 地 球 的 一 切 子 午 角 相 交 成 定 角 . 
证 ” 取 直 角 彝 标 系 如 下 ， 到 道 平 面 为 Dxy 平 面 ， 球 心 
为 至 标 原点 ，Ox 轴 正 向 过 0" 子午线，Oz 轴 正 向 过 
并 极 ， 并 取 O 〇 xy 坐标 系 为 右手 系 。 

下 面 我 们 团 确 定 余 台 线 和 子午 组 在 直 前 坐标 系 中 
的 方程. 为 此 ， 人 假定 讨论 地 球 土 的 点 的 经 度 为 pp【〔0 去 


9<27)， 纬度 为 上 《一 瑟 拉 和 二 二 )， 则 它 在 上 述 红 
标 系 下 的 坐标 汶 
人 ss ns 如 ， 


必 一 加 seoas 贡 aia， 
己 一 加 sin 协 ， 
其 中 站 为 地 球 半径 . 


子 弛 有 


对 :8( 扎 十 生 ] 一 ce 的 两 端 微分 ， 得 


cd 一 errgm 一 kf 三 十 县 dp， 
(ET 巴 和 :到 分 和 
于 是 ， 
一 ! 
史 -[eee 人 和 e+ 区 


-ein 人 了 + 及] 一 二 二 


念 将 斜 驶 线 方 程 看 作 次 定 史 为 由 的 隐 函 数 . 因此 ， 对 
冬 驶 线 米 说 ， 在 《pe， 凡 6) 版 ， 有 
雪 印 


4 一 一 开 sin 信 ooc0sgo 一 下 cos 痢 osjingpo 了 


一 一 忆 singocospo 十 一 Pa) 


本 


乃 = 一 Raingosinago 十 及 sosgooosgpog 


并 日 5 鸭 


一 一 忌 {singosinpo 一 0 )， 


一 Reosgu。 


于 是 ， 可 取 斜 驶 线 切 向 量 


一 。 夺 开 了 他 。 。 
5 一 s iD 攻 ocosgo 十 一 再 Si 网 os 计 ng 


8557 。 


对口 守 
一 一 K， 一 cosgo 


当 多 为 常数 时 即 得 子午 线 ， 胡 其 参 玫 方 程 为 
等 一 下 cos 萝 旋 让 5 人 0 
-eespees 


袜 一 囊 sinm 切 。 
于 是 子午 钱 在 上 成 (oo， 徊 ?的 切 疝 量力 
了 3 一 《in 芝 ocaosgoy Sinlosingo。 一 CO5 功 0 了 ， 
从 桓 得 
os 人 一 -aa = 常数， 
Ilzal 7 
即 拖 融 线 与 子午 色相 交 成 定 阴 . 
已 知 曲 颖 
一 了 3 关 一 Ya 一 了 一 >， 
它 辣 折 忱 BLIT 


其 中 了 为 可 微分 玫 数 . 求 曲 线 上 村。(Cxo，3yo7 点 的 切 
线 与 Oxy 平面 所 威 前 的 正切 。 
韦 ”解法 一 

将 曲 载 看 作 由 参数 方程 

玫 一 尖 。 甩 二 网 一 和 0 十 攻 革 一 区)t 丰 你 宕 二 区 
=FCxz，9Cx 力 给 出 。 风 切 向 量 为 

了 

一 {1 ，tgC， Co PEXoD] 

十 大 [%5osgKCXoD 让 的 ACT 


本 学 全 


弛 站 


一 1 ，tg 写 ， Cs yo 十 tgCJfCXo。 yo 


于 是 ， 遇 线 上 对 点 的 切线 与 Oxy 平面 所 成 胡 9 的 正 
声 为 


tg0 一 - 盆 交 MXo)》 __ Fe(CXoy30》 十 t8C 下 民 X0s .303 
AI 十 p2KX0) AT 十 tgzc 


一 (fxXo，yo)coscx 十 (KxXo， ?osiac。 

解法 二 

将 曲 锚 看 作 两 条 曲线 前 交 线 ， 风 所 给 曲线 在 邮 。 
点 的 切 织 方程 为 


忆 一 区 0 


一 光一 
Foy3o 一 1 一 1 Foy3 全 
_ 1 9 

81D 底 四 与 纲 


一 2 _zo 
Cosy0 《osyaD 


1 一 1 工 
蕊 所 S 全 Si 这 
即 
蕊 一 Xe 一 了 一 Jo 一 二 一 人 9 
妆 吕 5 宅 sinm 人 子 区 澡 Joeos 站 十 天 的 基 09 玉 38DG 


因此 ， 雪 线 与 xy 平面 所 成 前 9 的 引 切 为 


t 攻 四 一 了 CCXoyyojcosG 十 C2aes36)ysinC 
AAACD5E 巡 十 有 ie 全 


一 jos yo]co5 人 让 十 记 CXosyo3ainc。 


5558， 求 国 数 


= > _ 
尽 且 下 75 十 二 
在 点 中 (1， 2， 一 27 洽 曲线 
所 一 夺 ，y 一 24a，2 一 一 2 
在 此 点 的 切线 方向 上 的 导 函 数 . 
Qi 2 十 人 2 
解 如 { 和 2 ， va 三 各 
十 和 十 2 ?32 
Ge -一 2 
2? 《xz 十 yz 十 22) 芋 
Gu 各 也 
所 2 


(xz2 十 32 二 20 


在 点 (1,2, 一 2 它们 的 倩 分 别 为 ， 一 蕊 ， 卫 ， 


又 曲线 在 该 点 的 切线 的 方向 余弦 为 施 ， 生 ,一 号， 
于 是 ， 所 求 的 导数 为 
日 3 工 2 下 ， 旦 8 16 
可 ,一 节 ' 相 ( 一 2 名 十 27 休 一 末 一 一 3 人 
写 出 下 列 曲面 上 已 知 点 的 切面 和 法 线 方程， 
5559 .2z 一 %“ 十 323 在 点 MI ，2，5S)- 
解 ” 当 曲 面 由 方程 玉 (x，?，2z7 一 0 给 出 时 ， 法 向 量 


为 n={ 5 这， 2 3 有 特别 是 曲面 由 显 式 方程 


于 7 


3540 。 


8541 . 


了 和 吕 


= 一 F(xz， 轨 给 出 时 ， 法 向 量 为 呈 一 {F， 玉 ， 一 2 
本 题 中 ， 天 一 {2x， 2Y， 一 1 je 一 {2， 4， 一 1 直上. 
于 是 。 切 面 方程 为 
2 一 1 十 生 妆 一 2 一 K12z 一 5 一 人 站， 
或 
2 和 十 和 9 一 2 一 5 3 
法 线 方 程 为 
一 1 3 一 2 > 一 5 
2 4 一 1 
X%s 二 ya 十 223 一 1693 在 点 As，4，12?， 
解 ” 设 下 (xx，%，22? 一 % 十 7 十 2 一 169 一 0， 则 在 点 
人 处 站 一 2x， 237。223jw 一 基 ，8，24+ 一 2 {13， 生 ， 
12} ,于 是 ,切面 方程 为 
3 一 3 十 47 一 47 十 1282 一 112 一品 


了 戈 3 区 十 4 十 122 一 工 D; 
法 线 方程 为 
吉 一 和 了 一 和 一 12 
3 币 了 全 或 吉 要 有 


习 一 站 站 全 t 在 点 4io( 1 1* 二。 


-一 多 : | = 人 到 卫 
闪 一 - 汪 一 1+ 一 
解 和 3 十 芒 3 ae 2 2 


一 1 十， 于 是 ， 切 面 方程 为 


或 z 一 开 一 二 (一 了) 
法 鲁 方 程 为 
_ 克 
并 一 1 尺 一 了 加 3 
1 一 1 2 


5542 。Gx2s 十 by 二 ezs 一 13 在 点 虹 o(Cxoe，?yoy zo)。 


解 “一 2faxo，byo，czoj 。 于 是 ， 切 面 方程 为 
好 况 4 和 -一 区 十 百 光 of 入 一 久 0 十 Cnog3 一 2037 一 口 ， 
注意 到 axibyiTezg 一 1 ， 上 述 方程 即 化 为 
人 区 0 芝 十 六 wo 二 ezno2 一 工 ; 
法 线 方 程 为 
工 一 Xo 了 一 9 一 2 
GX 0 五 Yo CEzo “ 


5545。 2 一 十 ln2-3 在 点 好 o(1，1，1)， 
解 五 (xz，7?，，2) 一 Y 十 lnX 一 lnz 一 2 一 和。 
并 了 一 一 
一 全 ，  ， 也 全 天 芭 1， 1 ， 马上 。 


于 是 ， 切 面 方 程 为 
Kx 一 42-Cy 一 12 一 2K2 一 1》 一 0 或 并 十 yy 一 22 一 05 
法 线 方 程 为 


沁 一 | - 果 一 1 了 一 王 


子 闻 9 


354 生 ， 喧 十 2 一 4 3 站 点 肛 of2，2，313。 
解 焉 (xz 一 55 二 2 8， 


下 到 各 
5 一 21nz， 二 2sla2v(x 2 


十 9 2 一 去) 


一 4l1n2f 1，1 ， 一 4 。 
手 是 ， 切 面 方程 为 
攻 广 一 人 二 《一 23 一 4 二 一 1》 一 站 或 区 十 3 一 4 一 站 
尘 线 方程 汶 


区 一 2 了 一 它 人 3 一] _ 


1 了 一 和 “ 


545 ， 区 一 册 co08 划 cos。，3 一 站 eeoagsin 几 ，2 一 Csin 全 在 点 M 。 
《oo 剖 oD)。 
解 ” 当 了 曲面 由 参数 方程 
乱 一 光一 省 ， 是 7 了 一 疙 全 中 


给 出 时 。 曲 面 上 分 别 令 #=#o，" 一 Do 得 到 的 弧 条 则 线 


的 切 向 量 分 别 为 
了 ax ay 9z 
2 


则 切面 的 法 向 量 为 
350 


本 避 六 GE 妇 计 晤 下 | 88 5 | 

闻 一 避 X Da 。 
9y gzj ”|az ax| ”|az 9y| 
Gu On Ga tb Dr 


了 =-{ 芭 2 2 
2 ap” 0p7 DJ 


一 [一 Geos 纺 osiampeyicoswpocaosgo， 昌 】 
一 60s 曙 0 一 Gino。pcosgo，D， 


2 


一 { 一 asingocosgu， 一 bsin 区 osingpo，ceosboj， 


中 一 zy X De 


一 abc 人 22stosoesg， ?0sg%osingo ， ET 上 
妈 吾 忆 


于 基 ， 切 面 方程 为 


29s 风 gcoagokx Geosgnecosgoy 工 2 了 的 
“3 一 让 cos 押 0singn) 


十 -De (一 sai 7 一个。 


三 


总 。 ， 
本 ?9s 纺 opos 人 6 十 呈 cosiosingo 十 一 sin 的 0 一 1 


了 5 了 


法 线 方 程 汶 


郑 一 三 EOs 僵 onDs 由 0 一 站 cos 久 osinppo 过 一 上 aimn 芭 0 
-一 习 -一 加 “一 一 一 他 
TOS 肋 0ocDs 加 n 话 口 3 切 oai mgou 池上 芒 旬 吕 
王 尼 


Bp 


竺 BBC 攻 9 一 如 VSeD 切 pcCacWo 一 下 24sc 甸 0 一 呈 
避 C CC G 


5546 。 基 一 reos 的 ， 六 一 ri 人 3 一 root 在 点 Mosfoy， 


了 一 ex 92 3 
解 > 一 人 3， ap ”9pja， 
= 一 7 一 singoscosgos0y，。 


5 人 Dy 9 | - 
2 Br” Br” er ju 


一 《cosg0y singo，TPtg 袜 上 


一 一 


书 一 几 1 深入 gz 一 六 os 的 orctg 交 Sim 芝 netE 安 。 一 1] 了。 
于 基 ， 切 面 方程 为 
CC 的 DCE 攻 如 攻 广 一 总 Oe 罗 十 3in 凡 ne 有 这 


一 人 80 一 《2 一 7oCtBC) 一 D。 


即 
训 CD8 人 0 十 别 8imnpn 一 关 t 攻 交 一 曲 
法 钱 方程 为 
区 一 YocOsp 也 一 josingon 全 一 ”oot 代 以 
已 自生 的 站 全 帮 民 呈 io0ct 攻 它 一 工 


子 生 六 


澡 一 YocDosgo 尺 一 #osingo 2 一 ?ooet 名 让 
CS 有 0 1T40 一 在 E 父 


5547- YX 一 acosu，3 一 tsinuy，z 一 4zj; 在 点 Mockoyoo) 。 


解 2 = 却 器 加 z 


一 Teaszmnysingyoy 辣 
刁 中 已 村 。 2 { HE 恬 9 }， 


2 学 , 圣 | 
2 en 6o” goju。 


一 并 一 tosjinmeoy iocoszos +， 


= 一 
于 一 0 Xaa 一 人 Gesinyo 一 Geosbo。，Ho。 
于 是 ， 切 面 方程 为 
站 sinatg 挟 一 是 csD0》 一 Geoamngy 一 上 nsinue 


十 4ofg2 一 Goo7 一 0， 


即 
嫩 % simto 一 如 coazn 十 下 0 一 GoUo 
法 钱 方 程 汶 
当 一 全 aeQs0n 昌 一 其 08I Un 一 GDo 
Gsinto 一 GeesDo 0 
5548。 求 旧 面 


站 一共 十 ， 了 一 上 攻 2 十 有 2。 写 一 直 3 十 9 
的 切 平 面 当 切 点 邮 (aa，DDC8Y 关 z) 无 限 接近 于 此 面 的 
边界 煞 4 一 上 的 点 虹 ofao，zo) 四 的 极 殷 位 置 . 
解 Ca 1 一 1L1，24。，382x{T1，252，303} 
一 (一 引 《62D 一 3 十 了 
则 = 方 击 上 的 单位 向 量 为 


3 了 5 于 


5549 ， 


354 


交 Ka， 一 和 2， _ 22 ， 了 


其 中 工 一 /3682o2 十 908 十 轧 : 十 4。 于 是 


.一 百 中 看 扣 2 
im 一 


站 一 其 
由 

一 
入 


其 中 加 一 /36 十 3698 十 和。 而 ofioymzo3 
一 《284o，248，2482， 丽 知 切 面 在 肛 。 点 的 极限 位 置 为 
328 和 一 340y 十 之 
一 3848 240 7》 一 390 二 8 十 之 到 和 


一 288， 
或 
吕 芝 马 岂 忆 
一 一 打 十 - 一 2 
经 0 二 如 ” 


在 昌 面 wz 十 2y2 十 823 十 2x%3 十 2x2 十 4392 一 8 上 求 出 
切 平 面 平行 于 坐标 平面 的 诸 切 点 . 

解 关 一 {25 小 光 十 2 2CX 十 39 十 227， 2 区 十 33 

十 3z?}+， 当 


学 十 2 十 3z 一 站 ， 


人 st 心 儿 
中 十 27 十 32 一 玫 


时 ，z 与 #=-{0，0，1} 有 平行， 即 切面 平 行 于 Dxy 平 
面 . 解 之 , 得 x= 0，y= 一刀 > 一 1 将 求 得 的 xy， 
z 值 代入 折 给 的 盟 而 方程 ， 得 4 一 鞋 2 / 互 .于 是 ， 
切面 平行 于 Oxy 尝 标 平面 的 切 点 为 (0 ， 土 2 ， 


二 550 。 


3551 


于 2 ww)， 同 法 可 求 得 切面 平行 于 yz 坐标 平面 下 
COxz 举 标 平面 的 请 切 点 分 别 为 《 土 4， 二 2，0) 芝 
《二 2， 二 4， 土 37。 


在 疆 球 画 


上 怎 璋 的 点 ， 椭 球面 指法 绕 与 坐标 町 成 等 角 ，? 


解 “一 2 二， 总 号 | 搂 古 设 ， 应 有 


2 之 一 一 全 
至 - 革 - 革 (VS 


即 


于 是 ， os yy 一 圭一 上 人 
甚 中 叫 一 Ag 于 而 3 于 cz。 
求 曲 面 2 十 2y2 十 3z2 一 321 的 平行 于 辫 面 
基 十 437 中 6z 一 自 

的 各 切 平 面 . 
解 mr=2{x，27， 32 ， 撑 题 变 ,应 有 

% 一 4，23 一 44，3z 一 各 上 
解 之 ， 得 * 一 4，y 一 旭 。，x 一 24。 将 它们 代入 方程 


了 5 


3552 ， 


5555 。 


3 了 5 如 


X2 十 2y2 十 3z2 一 21 得 4 一 土 1， 故 切 点 为 《二 1 十 2， 
土 22》。 于 是 ， 启 求 的 鞭 面 方程 为 

Kx 二 17 十 4f4 于 27 十 6Kz 于 32 一 0， 
即 

无 十 出 yy 十 拍 2 一 土 2L， 

证 明 ， 曲 面 xyz=es ke) 的 切 平 面 与 伙 标 面 形 万 
体积 一 定 的 凹面 体 . 
证 ”在 旬 商 上 性 了 到 一 点 忆 ogYoy yonezoys 民明 面 在 庐 
点 的 切 平 面 方程 为 

0 中 一 和 6 十 Xo2ofg3 一 0 十 症 D 和 9 

2 一半 一 
宅 与 各 尘 标 面 的 冯 点 为 (3xu，0，0), 吕 (0，3yov0)， 
Cg0x0*3zo)， 注 意 到 和 爸 党 标 轴 的 三 直 关 系 , 即 乞 久 4 
了 BC.O 诸 点 为 项 虑 的 四 面体 的 体积 为 


Paco = 了 OOC( 二 04.OB) 


了 号 号 
一 百 3zo "83X0 “33yo 一 可 共 9 区 0B0 一 -可 G， 


它 为 一 个 常数 ， 村 题 获 证 . 
证 明 ， 旧 面 
AY 二 yy+w aa fo>0) 
前 切 平 面 在 付 标 加 上 割 巴 的 请 线 儿 ， 其 和 为 常量 . 
证 ”在 曲面 上 任 取 一 点 了 ofxoyyoy zol， 册 时 面 在 该 
点 的 切 平面 方程 为 


十 1 工 _(z 一 zu? 一 小 


之 APn 

酸 

WAVUZoKX 一 4o) 十 AZ020K3Y 一 yo 十 NA YX 

一 2 一 
碍 切面 在 坐标 办 上 所 制 干 的 谱 线段 分 别 尖 

AGEoy Away wy azo， 
基 和 为 ww zeroTAwzn 一 ww aa 一 4， 活 
是 常数 ， 本 是 获 证 . 
5554。 证 明 ， 锥 面 


cr( 鸭 
的 切 平 面 笃 过 其 顶点 . 


站 7 1 刁 
证 和 琵 = 有 车 ) 一 放 帮 ( 辣 )， 和 一 六 ( 人 区). 于 是 ， 


锥 面 在 任 一 点 已 of 0 宇 D 的 切面 方程 为 
2 一 [7 一 加 六 ( 关 ) 人 cx 


让 四 (和 3 一 2o2， 


化 简 整 理 得 
[7 各) 一 半 ( 尖 )js+7( 关 )y， 


它 显 然 通过 难耐 > 一 * 帮 立 ) 的 顶点 (0,0*0)。 


子 了 7 


5555， 证 有 明 ， 旋 转 面 
z 一 站 (YX5 二 35》 【《F 关 0) 
的 法 线 与 旋转 轴 相 交 . 
证 在 旋转 而 上 任 取 一 点 王 oCXoy nb， 20 其 中 >。 
一 /xs 十 7， 出 烛 面 在 该 点 的 法 向 量 为 
~ _ far Br 加 1 
四 中 一 77 


ef， JJ， 一 丰 开 人 
和 手 是 ， 法 线 方程 为 


溯 一 %0 一 Jo 之 一 20 
20p 扩 3 了 一 wxXE 十 JS 


显然 ， 法 线 通过 口 z 办 于 的 点 


( 0, 0 ,7Cwv 王 十 珊 ) 十 FT 世 让 ， 
即 滚 线 和 和 Oz 办 相交 , 
35556 。 求 顶 球 面 
2 小 光 2 二 锭 和 一 学 一 】 

在 坐标 面 上 的 射影 ， 

解 ” 先 考虑 枯 妹 面 % 十 3 二 22 一 3 一 1 工人 在 DOxy 平 窗 
土 的 射影 .该 射影 即 通 过 所 冶 曲面 上 的 人 每 一 点 向 如 xy 
平面 作 垂 线 所 得 到 的 垂 足 的 全 体 ， 它 是 Cxy 平 面 皇 的 
一 个 区 域 ， 这 个 区 域 的 边界 而 面 上 这 样 的 点 的 投影 
档 成 : 这 一 点 问 xy 平面 所 作 的 垂 线 在 它 的 切 面 内 
《这 里 用 到 了 栅 球 面 的 凸 性 7 ， 即 该 点 的 法 线 与 Oxy 


了 5 安 


平面 平行 ， 注 意 到 该 点 的 法 阅 量 为 1t27Y 一 光 。 23 一 %， 
22z+。 国 此 ， 该 点 的 伙 标 满足 
(2z 一 吕 ， 
xs 十 ya 十 zz 一 xy 一 1 
这 些 点 的 投影 为 
忆 一 分， 
Le 
宫 即 囚 球 面 在 DY 平面 上 射影 的 边界 - 
同 法 可 考虑 切面 与 xz 平面 垂直 ， 则 有 
3y 一 基 一 0。 


国 此 ， 对 xz 平面 投影 为 边界 点 的 桶 球面 上 的 点 应 
满足 方程 


站 一 
交 2 十 3 十 过 一 节 3 一 1 


这 是 畏 球 面 与 平面 前 交 铸 ， 将 它 改写 为 柱 面 与 平面 前 
交 线 


人 


号 尖 2 
4 十 2 一 1。 


于 是 ， 精 球面 在 Dxz 平面 工 射影 的 边界 由 方程 
3 一 人 站， 


号 关于 
-了 -十 22 一 1 


所 确定 . 
同 法 可 确定 梢 球面 在 〇 ?z 平面 上 射影 的 边界 由 


孚 5 多 


5557 。 


了 各 作 


方程 

宛 一 站 ， 
ta 十 名 一 卫 
所 确定 . 


隆 是 ， 椭 球面 x2* 十 ?2za 一 y 一 1 在 Oxy 面 
上 的 射影 六 图 ， “十 92 一 %y<s1，2z 一 0 在 口 wz 平 


面 上 的 射影 为 风 山 : 全 2 十 z2 去 1 ，Y% 一 03 在 吕 xz 
平面 上 的 射影 为 三 圆 半 xz? 十 22<1 ，y= 0 ， 


务 正方 形 {0 天 *Y 生 1，0 和 %< 丢 1 为 直径 过 8 的 有 限 
个 部 分 c. 若 曲面 
宕 一 一 光 2 一 沪 2 

在 属于 同一 部 分 c 的 任何 两 点 马 (x，?) 朴 PiCxiyyi7 
的 法 线 方向 相差 小 于 1*， 求 数 6 的 上 界 ， 
解 ” 记 曲面 在 扎 PCx，7) 有 PIC，y1) 的 法 向 和 量 为 
# 及 站。 网 # 一 {2x，2y。， 工 1， 3 一 4221， 
1% 1} ， [il， 上 瑟 有 

fx 区 一 f2(y 一 yi ，2Cxi 一 xx)， 生 KXY1 一 31 

sin (93 ) 一 一 开关 玫 << | 有 xi| 

| 关 1 13 | 


一 2 一 %1)2-KY 一 %1)2 十 本 (3 一 X 7395 
广 周 到 [xy 一 Yiy72 一 [和 (1 一 多 十 3 一 站 7] 


5558 , 


2fX2KY1T 一 光 》2 十 和 2 于 一 和 1 
2[Ky 一 学 172 二 《各 一 13 3 
浇 记 6= wy 一 yi TCxX 一 Yi72， 即 有 


8 省 蕊 际 4 季 1 < 它 AP2 十 由" 202 一 总 PP。 


当 一 《zi -1 时。 旬 芝 Si (mr ,于 是 ， 于 一 


开 于 
从 而 得 
G-0.003 。 
设 : 
2 一 fx，3)， 其 中 (xz。 7 站 (17》 


为 曲面 的 方程 ，Pp5P: ， 卫 ?为 里面 6 在 点 、 三 (xD 
E 门 及 一 Kx ，31DEDD 二 点 的 法 线 之 间 的 夹 间 . 
证 明 : 车 域 也 有 界 且 为 封闭 的 ， 琐 数 乒 x，y) 在 域 


Tervvreo worwrovrorv wowvwero 


的 局， 一 CpP， 忆 ) (23 
成 立 . 其 中 马 为 常数 ，PKP， 天 ? 为 虑 呈 与 瑟 , 之 亲 
的 距离 . 

证 ”本 题库 如 区 域 是 凸 的 这 个 条 件 ， 理 则 铺 论 就 下 成 
立 ， 例如。 


一 4 当 3 DZ2g Ya 十 yl， 


当 y<D，xs 二 yl， 
一 4 洒 30 ， 扫 一 3 X8 二 <1， 


了 看 刘 


如 图 6-30 所 示 ， 函 数 = 在 
单位 贺 内 缺 一 个 角 的 闭 区 
域内 定义 ， 且 有 连续 的 二 


防 偏 导 函 数 ， 取 P (zs， 
冯 ) 与 PC 一 在 ,二 )， 册 


一 mnCP 一 10，3 ya， 


总 
一 1 =10, 总 ,一 1}， 


是 一 本 一 40， 一 332 一 


晨 日 
- - 扣 
singps 一 区 对 | 一 9 一 >0 (nco)， 
Is + 二 
允 因 


马 
if 了 一 有 


im 和 一 1in (-eage .2 一 1in_ sings 
9 下 间 一 吕 F 号 1 碟 人 nm 闻 - 呈 人 


故 示 存在 常数 C， 合 ps 一 Cm. 

下 面 证 明 尖 总 为 西 的 有 界 闭 域 时 ， 不 等 式 (27) 为 
真 ， 

由 3255 题 知 : 当 六 <， 轨 在 交 内 有 二 阶 连续 的 


篇 导 函数 时 ， 引 及 在 呈 内 是 二 元 连续 的 .又 因 刀 


是 有 界 闭 域 ， 故 3 及 就 在 D 上 有 男 ， 记 


强 -w|- 


又 由 3254 题 的 证 明 过 程 可 知 ， 当 站 是 凸 域 , fs， 
y) 有 有 界 二 阶 偏 导 函数 时 ， 对 中 任意 两 点 局 及 已 ， 


及 5 满足 里 冲 外 北条 件 ， 即 存在 常数 民 ， 使 有 


Mr 


afcP?_arcPy| 
| E | 一 ceCP，，P)， 


DFP) OFfPi) 
yy 避风 


南 aCPD 一 人 直人 号 一] 


|=EocP,， 己 )。 


孚 析 洒 


一 3 
及 HKCP) 一 人 全 2 2 一 区: 对 于 吧 一 了 


CP,， 已 ) 有 下 列 不 等 式 


|PxP)lz _ 
- <| 二 王浆 作 有 ?| 有 


外 ii 了 2 的 一 一 


LacCPay1z1naCP3?1z 


一 afFCP) OFCPD) 二 [2 一 FE Ts 
站 汉 癌 品 


afCPi》 afCP)_ afCP afCP2 
口 蕊 避 多 可 四 口 XX 


宇 2 2 2 站 
一 oo 并 人 全] 


[2 全 5 呈 > 


ago][ae2 ak 
-=2 抱 20D2 十 392 天 2D2 十 2082 也 20D2 
= 2 工 2p2C1 十 2472)。 
于 是 ， 
sif 反 一 人 1oC 忆 :已 )， 
其 中 Ci? 一 2 工 2(1 二 247s7， 从 而 得 


op( 忆 :， 忆 ) 一 于 sing”7 一 开 CipCP，P) 
一 人 (有 1 三 )， 


5559 。 


5560 


5561 。 


其 中 C = 也 全 ;为 常数 ， 本 题 苇 证 。 
*》 利用 1290 题 的 疆 果 . 
圆柱 xz 上 yz 一 az 与 曲面 bz 一 *y 在 公共 点 邮 ofxzo， 
3o，2z0) 相 交 威 皮 样 的 角 ? 
解 ”二 曲面 在 时 。 点 的 法 辐 量 为 

ma 一 {yo， 澡 0s 一 寻 及 ma 一 {2xo， 2yoy 时 。 
于 是 ， 交 角 op 清 足 


sp os 上 上 axoya+g 
1m; | za | AAA 和 十 3 十 百 2w7 4 十 征 加 


_ 年 昌吉 2p2z0 
AAa2 十 站 2 20 GAGE 十 百 2” 
证 时 ， 球 坐标 的 尝 标 曲面 %2 十 % 十 2 一 站 2 3 一 2tEg9 
3 十 2 一 z31 芭 2 他 现 丙 相交 . 
证 苦 曲 而 在 其 变 点 吕 (x%，Y，z)7 处 的 法 回 量 分 别 为 
于 一 {2%， 23，22}， 1 一 和 攻 四 ， 一 1，0， 
7 一 12x， 2Y，--22z tt 号 2 
由 于 
一 2xtg 罗 一 2y 一 27 一 2y 一 0， 
好 ,了 一 4 十 4y23 一 422t 人 2 站 一 4zatg28 
一 423t82 站 一 0 


人 8 一 2xtE0 一 2 一 0， 
页 知 这 些 曲 面 在 其 变 上 所 处 分 别 两 两 直 变 . 
证 有 明 : 球 %2y2 十 22 一 22X ，%2 十 92 十 22 一 207 ， 
xXx2z 十 ?2 十 32 一 2Cz 形成 三 直 交 系 . 


于 可 到 


5562 。 


了 看 和 


证 ” 谨 球 xyz 十 z2= 一 2 与 球 xY2? 十 ?2 十 zz 一 26y 充 
于 ofKxo，3o，zo) 虚 ， 则 它们 在 部 。 点 的 法 向 量 为 
7 一 12(KXo 一 人 ， Mo， 22o。 
ma 一 {2xo。，2(39 一 训 )，2zo， 
由 了 平 ， 
1 一 4rxogxo 一 Gy 二 yy 上 z8 
一 2[3X8 小 六 十 22 人 一 28X0 一 ?po 
一 2[CCX8 十 3 十 2 一 300 十 (YX 十 3 
十 2 一 325yoD 一 站 
蔽 短 这 二 妹 在 其 变 点 处 直 况 ， 间 法 可 证 其 它 球 的 两 两 
直 交 性. 
当 4 一 41+，4 一 42， 4 一 4 时 ， 经 过 每 一 点 JCY 
有 三 个 二 次 蓝 面 : 
天 全 了 
如 衬 一 和 瑟 8 一 443 
证 明 这 些 曲面 是 直 交 的 
证 上 先 证 4: 上 一 1，2。，3) 的 存在 性 , 考 玉 42 的 淮 项 式 
下 攻 员 2 一 天 误 胃 2 一 大 Ca 一 用 2 十 各 让 各 一 六 3》 
cz 一 4 十 22K02 一 人 ) 而 一 用 2 
十 5G2 一 由 2 一 让 Ke 一 站 2》。 
显然 有 


2 
十 + 一 一 (《QG==~b=-C=0)。 


FKezy 一 xa(Ba_aayfez_azys 0， 
FKb2) 一 2(a2 一 52)Ko2z--8z? 一 0 ， 
有 Ce 一 2z2KG2 一 2 BE2 一 C22?= 有 站 
im (4527 一 -一 co， 

因此 ，FCi2) 一 在 (gz， 十 coJ，(bz，aay 及 (cz， 


B2) 内 各 有 一 根 ， 记 为 和，428，4， 但 王 ) 是 关于 
42 的 三 次 光 项 式 ， 国 此 ， 记 仅 有 三 个 实 根 季 (一 1， 
2，37， 旧 知 且 地 4 人 夫人 了 一 1。23。3)》。 由 
五 54 一 了 人 0 不 难 推 得 


党 三 


人 己 
下 二 于 十 更 一 椒 十 天 一 开 
下 面 再 证 明 这 三 个 二 次 曲面 是 两 两 可 交 的 ， 由 于 


了 所 生 多 
2 一下， 更 二 不， 可 2 1， 23?， 


十 一 一 1 (一 1，2，31， 


及 当 ;了 时 ， 


4 全 光 
0 二 征 7 《可 2 一 0 7 可 2 一 中产》 


入 三 吕 
十 [一 一下 7 


生 扣 
一 志和 证 于 三 丰 ) 


7 二 5 


一 于 二 


故 本 题 获 证 ， 
55635. 求 玫 数 # 一 % 二 yy 二 2 在 洪 球 而 xz 二 ya 二 ez 一 1 上 
邮 oCxo，3o，2zo) 点 的 外 法 钱 方 向 上 的 导 函 数 ， 


下 


弛 中 


在 球面 上 怎样 的 点 使 每 上 六 的 导 画 数 有 有， 人 ka) 最 
天 和 值 ,《6) 最 小 秆 ，(P)? 等 于 堆 ” 
解 ro 一 wx 二 38 二 1， 则 在 邓 。 点 处 球面 的 外 
法 线 单位 向 最 为 1。-， 了 全 ， 一 zeo， ?0 习 o。 
计 是 ， 


一 32， OU 34， 
-{ 这 ， yy 3 {xo，3Joy， 2oj 
一 {1，19， 1 1Xo，3oy 20 一 0 十 Jo 十 和 0。 
“a) 利用 1294 是 的 结果 ， 得 
X6 十 多 po 十 zo 一 1%o 十 1*30 十 1*20 
科 w 3A2T 二 2 一 了。 


当 xo 一 2 一 ze 一 了 7 村 时 ， 上 述 等 式 成 立 ， 此 点 怡 在 


球面 上 ， 因 此， 在 1- 三 ，- 避 ，- 三 ) 点 3& 取得 景 


大 值 . 
《6 同 法 可 得 
一 (《Xo 十 36 十 zo) 一 (一 13%0 十 [一 13370 
二 《一 13zosssA 误 ， 


或 
3no 十 3o 寺 26 来 一 训 。 
1 1 -19 .9 
Mk( 人 下， 天 有) 器 玫 和 
小 值 。 


《3》 当 十 3 十 一 0 及 %2 二 Ya-Hza 一 1 时 -9 一 0。 


国 此 ， 扩 求 的 点 为 由 方程 
人 口 ， 


2 十 ya 十 2 一 工 
所 确定 的 解 《x，y，z) ， 它 在 单位 球面 与 过 圆心 的 
平面 多 十 2 十 z 一 旦 的 交 钱 国 上 上面- 


5564。 求 函数 # 一 %2 十 y 泡 + 本 -一 1 
上 型 o(xo，3o 2o) 点 的 外 法 线 方 向 上 的 导 国 天 . 


解 “一 | 全， 吕 ，2 轩 和 此 法 向 量 的 单位 向 量 


局 时 
党 交 = 二， 2 ,2 其 中 


一 .和 隐 
-TY 二 拓 +. 
于 是 ， 
本， 0 0 之 0 
中 六 | 一 37 2Xo 十 百子 3230 二 7 E0 


3565 没 -4 和 -92 为 画 数 4 和 口 在 沿 曲 而 忆 (x，y，z) 一 0 


本 放 


上 的 点 的 法 线 方向 上 的 导 范 数 ， 证 明 ， 


日 Do Ga 
下 
各 如 
证 有 0 一 30)e0s 


妇 国人 
二 ec 人 1 CD)805 


下 


一 坟 [ 3 全 5 人 十 3 os8 十 -3 eos3) 


可 避 &f 04 
(Seosg 十 700spT 2 cosy) 
问 习 日 H4 
一 “3 237 


求 舍 一 个 参 变 数 的 平面 曲线 族 的 包 线 ， 
56 昌 。 weosc 十 Yaioncz 一 白 【《 访 一 党 名 ) 。 


解 和 3 CD 一 Xens 人 十 3sinC 一 户 一 站， 
- 六 (和 9 人 一 一 in 二 yeosc 一 0 。 
猜 去 w&， 得 
2 十 32 一 用 2 C13 
由 于 诛 曲 线 族 油 有 奇 点 ， 且 《1) 也 不 基 原 曲线 族 
中 的 某 一 支 ， 帮 41? 为 原 晶 线 族 的 包 线 方程 。 


5567- 〈x 一 03 十 ?2 一 马 -. 


$7 必 


3568 。 


5569 。 


3570 。 


解 [xz 一 oz 二 22 一 一 0， 

0 。 
消 去 ce， 得 yy 一 革 wx， 周 3566 是 的 理由 可 知 , 它 是 包 钱 
方程 ， 


> 一 px 十 天 《Ga 一 常数 ) ， 


消 专 上 ， 得 3 一 49x， 园 3566 题 的 理由 可 知 ， 它 基色 
如 方程 

光 呈 一 2 加 十 办 2 

解 ,zzbX 一 2 十 凡 z 一 0， 

消去 汶 ， 得 52 二 YY2 一 0， 它 仅 为 一 点 〈0，0)7. 于 基 ， 
蛛 曲 线 族 无 包 线 ， 
设 有 长 为 工 的 线 
慨 ， 其 两 端点 沿 
盘 标 轴 沟 动 ， 求 
万 此 产生 的 线段 
族 前 包 线 . 

瘟 ” 如 图 6.31 所 
示 ， 直 线 方 程 汶 


可 了 玫 


| 
十 

| 
| 


世 一 卫 
袜 


但 是 ae 一 1 sin， 访 一 ! sos， 所 了 册 ， 


巷 出 
5 二 二 一 上 《17 
对 日 求 导 数 ， 得 
允 。 
本 0a8 十 -二 5 太 s 和 日 一 0 
党 
或 ains 有 Rosa 册 “ 《327 


由 5C17， 《2 消去 晶 ， 得 x 十 只 一 于 ， 朵 3566 题 的 理 
由 可 条 ， 它 是 包 线 方程 . 


5571。 求 傅 贺 族 25 -十 一 1 的 包 线 ， 已 知 此 族 中 贺 的 面 
积 S 为 常数 . 
解 ” 由 题 设 rab 一 89， 得 sc 一 六 ， 上 且 


三 十 58 一。 ， 
对 疙 求 导 煞 ， 得 
2 了 邓 
-2 _ 2 0. (23 


由 (2? 式 b 一 之 55 于 或 bz 一 上 上 22 再 代入 (1)， 得 


开 汪 和 


子 72 


5572。 


3573。 


人 
[<3 1 一 二 7 


闻 3566 题 的 理由 可 知 ， 它 是 包 线 方程 ， 

地 弹 在 真空 中 以 初速 度 re。 射出， 当 投 射 角 汪 在 饶 牌 
平面 中 变化 下 ， 求 侈 弹 轨 道 的 包 线 . 

解 ” 雹 弹 轨 道 方 程 为 


且 % 


了 一 BY 0 人 
一 Rx2sinak 
0 一 站 了 号 ass“ 2 
_， ， 宫 工 
由 (2) 式 得 8 一 站 代入 (1) 式 ， 得 
癌 区 2 2 1 
;一 史 t 才 一 一 芝 
峭 有 28ceosedx XS 2p8 二 
一 2 2 
25g 208 7 


和 疝 3566 是 的 理由 订 和 关 ， 它 是 包 线 方程 。 
证 明 ， 平面 曲 强 的 法 线 的 包 线 是 此 乔 线 的 话 届 线 。 
计 ”这 里 我 们 仅 就 四 显 式 = 一 关 xz) 所 答 册 的 平面 舌 线 
情形 贡 以 证 明 . 
曲名 2 一 fx 在 点 局 Cs，%7 的 法 钱 方 程 泳 
《总 一 %) 十 3 人 了 一 2 一 D， 《172 


37 杏 


5574 


子 7 学 


对 -x 求 导 煞 。 得 
一 1 十 38K1 一 32 一 30 一 0 
或 
NE 一 9) 一 1 十 92。 《27 
宙 (Ci， 《22? 解 得 


和 一 YL 十 3 
人 


1 1 十 yy 一 
> 十 二 


此 好 >y= 大 2 的 断 届 线 方程 ( 敌 看 第 二 章 814 前 言 3"). 
同 3566 题 的 理由 可 知 ， 它 是 平面 曲线 的 法 线 的 包 线 
方程 . 

研究 下 列 曲 线 族 前 判别 曲线 的 性 成 《ce 
《aa 立方 抛物 缉 ?一 KxX 一 C735 

《6 半 立 方 拖 物 名 9%2 一 《一 5785 

《3a》 达尔 半 立 方 扼 箱 线 了 一 (一 旨 2 


做 变数 ): 


__ 砷 一世 
Cr 环 宕 线 (3 一 上 2 一 %2 下 部 


解 《ay》 他” yt 一 一 人 《Xe)3 一 个， 
了 3 o 一 3Kx 一 c)2 一 0 。 


薄 去 ec， 得 y= 0 ， 它 为 判别 曲名 的 方程 . 

原 时 红 无 奇 点 ， 且 y= 0 世 不 是 原 曲线 族 的 某 一 
志 ， 国 此 ， 它 是 包 色 ， 此 包 线 与 原 昌 线 在 〈c，0) 点 
相 切 ， 且 《c，0) 点 是 曲 丝 的 所 点 ， 即 它 又 是 隋 曲 钱 
族 欣 点 的 轨迹 。 如 图 6:32K12? 所 示 。 


《7 人 0 ， 
3KX 一 2 一 昌 ， 


消去 <， 得 判别 曲线 一 0 。 

原 曲线 的 奇 点 为 《e，0， 因 此 它 是 奇 点 的 轨迹 ， 
要 看 是 和 否 为 包 钱 ， 还 要 看 在 奇 点 的 两 支 是否 与 判别 曲 
线 相 切 ， 事 实 上 ， 两 支 分 别 为 四 一 《xc 得，y。 一 
一 (x 一 c， 均 有 230aCc2 一 0，yafgc) 一 0 。 因此，?y 一 
0 为 原 曲 线 族 的 包 线 .如 图 6.52(K25 所 示 。 

《By) 人 8 ， 

2 一 C 一 0 

消去 c， 得 判别 曲线 y 一 0 . 

原 曲线 的 奇 点 为 (c;0)， 由 于 y 一 (Kx 一 cx 一 ec 
外 的 导数 为 无 穷 ， 因 此 ， 它 与 一 0 不 相 切 。 从 而 它 
无 包 钱 ， 奇 点 〈e，0) 为 尖 点 。 如 图 6-82(8) 所 示 。 


三 一 区 


。_ 3 _ 2 
《了 2 它 CC 于 让 


-一 自 四 
一 中 光一 2 一 必 。 

消去 "， 得 x*Ca 一 % 一 0 ， 即 判别 曲 钱 为 直 钱 x 一 0 
杰 交 一 

显然 *Y 一 0 为 原 井 线 族 奇 点 的 轨迹 ， 用 晤 .的 方 
法 可 判别 出 它 是 二 重点 的 轨迹 .事实 上 ， 

本 一 (COse 一 2， 轨 一 Fr(oec 一 0， 

心 一 天 罗 《Dec 一 一 2， 4C 一 召 z 一 一 4<=0。 
有 从 而 知 < 一 0 不 是 包 钱 ， 


了 75 


但 是 ， 在 < 一 aG 处 六 Cayy7s0 (az0) .因此 关 一 6 
不 是 原 曲 钱 族 毒 点 的 轨迹 ， 局 卫 它 又 不 是 原由 线 族 的 
某 一 ， 外 此 ，* 一 上 是 原 曲 线 族 的 包 线 ， 如 图 532 
《427 所 示 。 


《 3) 


图 吕 .32 
5575， 求 羊 径 为 >， 中 心 在 贺 抽 % 一 如 cosf，Y 一 机 sinf，z 一 问 
1 一 和 参数， 下 一 7 上 的 康 旗 的 包 面 ， 
解 和 《1 
空 民 sin 克 年 一 兄 cost) 一 2 民 cos 丰 一 下 sint 一 站 《27 


子 7 在 


3576 。 


【27 下 化 简 得 廿 sinf 一 yecoil 一 0， 于 是 ， 
所 


《37 


将 (3) 式 代入 (1) 式 ， 得 
之 总 己 

《和 2 十 Ya 1 十 -7 和 
当 取 “十 ”号 峙 ， 由 于 民 *r2， 改 它 不 牧 表 任何 点 (不 
是 虚 的 ) 的 罗 记 . 
当 取 "一 ” 导 时 。 由 于 原 曲面 族 无 奇 点 ， 且 (成 ?十 玉 3 
一 有 2 十 2 一 六 不 是 原 曲 面 族 的 某 一 个 ， 因 此 , 它 是 
原 曲 面 族 的 包 画 《 圆 环 ) ， 
求 球 族 

《一 feCesC32 十 攻 划 一 寺 Os 间 3)2 十 《3 一 tcos 2 一 工 
《其 中 eps ea 二 sos 有 Teoss9? 一 1 及 f 一 参 变 数 ) 的 包 面 。 
解 Kx 一 teoscD 2 二 (3Yy 一 fcos 癌 )3 


和 
十 书 2? 一 r2。 


十 《zz 一 tcnsy?2 一 1 一 0， 《I》 

一 2eoacfX 一 zeoar7y 一 2c03 有 人 一 IDs 操 》 

一 2cosgfz 一 toos?y 一 0。 《号 了 
诸 《27 得 上 一 Yecosc 十 ycos 癌 十 zcos7?P。 《3) 


将 人 (327 式 代入 (12 式 ， 化 篇 整理 得 
%2 十 92 十 za 一 (xcoaC 十 yens 生 十 2cos]j 932 一 区 4 
由 于 诛 昌 面 族 的 奇 点 均 不 在 此 方程 所 表示 的 则 面 
上 ， 并 且 了 曲面 54)7 岂 不 是 原 曲 面 族 中 的 基 一 个 ， 固 此 ， 
了 曲 甬 《42 为 原 曲 画 族 的 包 面 ， 
训 77 


35577。 求 本 球面 族 抱 十 误 二 5 一 1 的 包 面 ， 这 些 三 球 的 体 


了 书 7 召 


积 扩 是 常数 . 
盘 引入 铺 助 函数 . 
瑟 C% yy zygy 有 sc 一 宁 二 中 十 之 区 ”05c， 
则 也 面 的 方程 由 方 酸 组 
2 
| 2 十 时 十 一 工 s 
| 3 
| ec 一 3 
| 
; 厂 : 一 一 2 二 6o 一 0， 
| 宇 也 
| 一 让 十 hear 一 0， 
| 
| 本 
【 严 s 一 一 一 十 Ap 一 0 
确定 . 
由 (3).(d4)7《5? 可 解 得 
aa Ya 2 apc 
05 8 
将 66) 式 代 入 人 41) 式 ， 得 
亚 2 1 
本 
插 是 ， 


《62 


578。 


0 可 | 辣 |， 一 /可 |3，e=ww 了 2 《7) 
将 6z) 式 代入 (2) 式 ， 得 

严 
AAA 

由 于 原 曲 面 族 无 奇 点 ， 且 上 曲面 (8? 世 不 是 原 晶 面 
族 中 的 某 一 人 个， 获知 槛 面 (8)? 为 厌 轩 画 族 的 包 面 . 


1xz3yz | 一 


《By 


求 半 径 为 pp， 中 心 在 圆锥 面 x2 十 %2 一 sa 上 的 球 族 的 
包 面 . 
解 ” 设 球 心 为 (aypyc)， 则 妹 的 方程 为 
《到 一 G2 十 《一 不 二 (一 如 和 一 站 2 
其 中 az 二 02 一 cz ， 
引入 辅 亏 画 数 
严 (X，yszodsBsc]) 一 (xX 一 和 2 十 【一 在 72 
十 Ka 一 CE 十 有 CCG2 十 站 2 一 3 
则 包 面 方程 由 方程 组 
《党 一 上 2 十 《一品 十 《z 一 C2 一 De 《ED) 
G2 十 和 2 一 c2， 《23 
五 ,一 一 2(KX -一 G7 十 2h6 一 和， 《37? 
五 一 一 2C37 一 PP 二 25 一口， Kd7 
五 ,一 一 2 一 C) 一 240 一 0 《5 
确定 ， 
屿 437、 475) 可 得 
二 一 1 二 宇 一 1 一 一 过 十 工 一 _。 
引入 记号 二 = 过 一 知 一 2 一 二 ， 则 有 


3729 


5579 . 


子 六 


__ _ 人 
8 一 几 X 是 一 /3 “一 了， 《62 
将 (6) 式 代入 (1), 2) 两 式 ， 得 
> 2 了 _ 疡 一 2 
十 是 二 1 (到 二 az 《7 了 7) 
2 2 产 2 _- 
3 十 汪 ET 瓜 名 
《7 二 《87 得 
拉 2 一 8 
2 攻 卡 士 皇 》 一 避 所 二 15 开 
或 ww SP 一 AT 二 33 1214 一 2 。 《93 
名 2 一 1 一 圭一 一 10 
由 《83 得 ? 凡 一 1 二 7 三 下 7 《107 
将 4207> 代 六 6927， 整理 得 
A 汶 习 六 一 | wx35 十 ys 十 2j。 《117 


让 于 原 曲 面 族 无 奇 点 ， 且 曲面 11? 也 韦 是 原 曲面 
族 的 某 一 个 . 因此 ， 井 画 611? 为 原则 机 族 的 包 面 . 
有 一 发 下 点 位 于 淮 标 兰 点 . 著 23 十 好 十 zi 一 下 >， 求 
电 球 

《和 一 兴 0 十 《3 一 yb)2 十 《2 一 08<< 朴 。 
投影 所 生成 的 中 影 贺 锥 ， 

媚 ”解法 一 - 

所 求 的 说 影 圆锥 的 表面 ， 可 看 作 是 一 个 过 原 虑 的 

胖 夯 族 的 包 面 ， 些 平面 划 的 方程 汶 
XpDy 十 cz 一 0 


其 中 Gbsc 满足 约束 条 件 
axo 十 ByoTezo 一 土 开 。 
[和 1 。 
引进 雏 助 函 数 


五 攻 六 全 下 一 站 区 十 百 呈 十 有 2 十 网 C@ 基 
十 Bo 十 ezgo7 十 MKCG2 十 疡 2 十 上 3， 


则 反面 方程 由 方程 组 
衬 十 百 寂 十 Ce 一 让 攻 17 
| oz +bz ez 一 1 ， 《27) 
ap 十 Byo 汪 czo 一 土 且 。 《32 
五 一 区 十 AXo 十 2HG 一 0， < 和 
| 有 ?To 二 26 一 0， (5) 
五 一 2 十 42o 十 2UR 一 站 6 
确 定 。 


方程 (4753.(6) 要 能 解 出 48， 其 中 上 .cec 必须 满 
是 关系 泸 


区 和 0 
3 nan0 和 | 一 D， 《3 了 3? 
忆 B0 站 
了 35 之 之 0 屋 于 9 
记 ”1 一 * 一 3 一 
它 宝 区 了 水 
则 上 述 关系 式 可 记 为 ari 二 brsers 一 5 Cg? 
转 642《3)《S)? 可 甫 得 


38 了 


了 8 


| 土 环 yo 2 
| 十 如 (zrz 一 光 #a 
和 就 己 KrS 十 7 宇 十 天 3 2 


或 
0 下 2 P2 一 休 六 3 
《PE 十 六 芋 二 3 
6 一 可 2Cxrs 一 2r1)2 ，oa 一 是 2CxXrp 一 2812 《9] 


C9 二 人 二 2 本 Cr 上 寸 7 人 十 22“ 
将 63) 式 代入 (22 式 ， 即 得 
《二 十 信和 一 下 2 区 他 一 局 2 了 2 
十 《XYa 一 313 3 十 KxXrz 一 JI 
一 站 3[KCF 十 YE 十 了)KCX2 二 2 十 关 2》 
一 KxXr 1 十 9z 十 2tzs]2] 
一 可 23KrE 十 人 和 十 站 5 和 2 十 2 十 22 
[其 忠和 用 了 sr 十 yzz 士 37s 一 0， 这 是 不 难 验 证 的 。 了 
于 是 ， 有 
了 全 十 站 证 站 和 一 玉 2(2 个 属于 22)。 《102? 
由 于 承平 面 族 无 奇 点 ， 且 而 面 610) 不 是 平面 族 的 
某 一 个 ， 本 此 ， 盟 面 410? 即 为 包 面 。 所 来 的 昭 影 加 锥 
为 此 锥 面前 内 部 ， 即 满足 不 等 式 
十 人 二 了 < 有 2KX 十 3 十 呈 2》 
的 空间 区 域 《〈《 严 格 说 来 ， 还 要 除去 球 前 部 的 区 域 ) . 


解法 二 
显 热 ， 阴 影 圆锥 是 由 通过 泽 标 原点 的 球面 《x 一 
Yo23 十 《? 一 区 022 十 (2 一 2022 一 总 2 的 全 体 切 线 构 三 
药 。 由 解析 风 何 知 ， 加 果 点 Ps zi 不 在 二 次 
曲面 
五 (xyy23 一 GX2 十 六 力 2 十 ez2 十 2 产 3s 
十 28% 定 2 在 汉人 小 2 坊 % 十 223 十 2 十 如 
一 名 (My 3 十 2 凡 X 十 233 十 2 十 二 一 丘 《313 
上 ， 则 通过 点 忆 : 而 和 二 次 曲面 522 相 切 的 全 悼 切 线 记 
移 成 的 锥 面 方程 为 
人 各 一 加 TECNX1isy13317 十 《3 一 澡 1 
- 百 拭 和 911 十 《名 一 1 厂区 和 1， 务 17 衬 1 3] 
一 和 骨 四 《 一 区 1 宛 一 3 兰 一 全 1 
at 一 0 攻 22 
仿 有 厂 ( 共 9 人) 一 《和 一 %072 十 【光一 了 9022 
十 攻 2 一 关 032 一 下 2 
一 党 2 十 忆 2 十 2 一 2 和 0 澡 十 6 这 十 二 0 二 > 
十 Kx 十 325 十 2 一 下 ?7 。 
由 于 
五 0:0,07=- 一 2 ， 下 (0 00 一 一 270， 
关 05007 一 一 22zp。 
帮 由 (2> 即 得 阴影 回 锥 面 的 方程 汶 
攻 一 30 基 一 全 0 一 220232 一 4 和 2 十 3 十 必 2》 
《十 3 十 2 一 尼 23 一 心 


或 
(78 十 28D?x2 二 (xz 十 (X 十 322 


了 耕地 


一 号 第 0 和 各 首 及 一 让 提 0 避 入 立 一 2 必 0 逢 0 基 
一 外 2 红 十 2 全 E27 一 日。 
由 于 
《3 十 2z8)XE 十 (3X8 十 28 和 十 《X8 十 了 67 
一 2X8y 一 2 一 2288 
一 忍 2 和 十 3 十 z3) 一 一 瑟 2(X 十 3 二 220， 
故 押 求 的 胃 影 回 锥 汶 志 锥 末 的 内 部 ， 即 清 足 不 等 式 
《31 十 之 和 ) 汪 十 长 2 二 02 
十 《YX 十 久 2 一 2Xb3nXy 一 2302037Z 
一 22 和 02 吉 一 玫 2 宝 3 十 Y2 十 2 人 


电 


或 
加 多 2 史 三 2 下 
十 
o 宁 9 Jp 0 2 名 
< 二 中 2(xs 十 92 十 za 
的 空间 区 域 《 严 格 说 来 ， 还 要 除去 球 前 部 的 区 城 ) . 
解法 三 . 


媳 图 6.83 所 未 ， 由 三 角形 的 面积 公式 


十 [rl:1fofsine 


下 和 了, 莹 1 


了 各 手 


3580 。 


得 到 


一 了 一 站 
人 txTo| 一 1 一 一 妆 


如 


* 基 中 一 4xo， 了 0y 20， 7 一 人 2 3 2 而 六 人 区 区 这 


为 锥 面 上 的 任意 一 点 . 平方 之 ， 即 得 圆锥 胁 面 的 方程 
为 


IFx 1? 一 届 2|r12。 
于 是 ， 所 求 的 阴影 困 雏 为 适合 不 等 式 


[xiaol2<s 如 2||2， 


即 
基站 
十 
x%o 3 Jo 了 怀 作 Fo 交 0 
扫 丽 2 十 多 2 十 35》 


的 空间 区 域 〈 严 格 说 来 ， 还 要 内 去 球 前 部 的 区 域 ? 。 
若 参 变量 请 和 4 受 方 程 
声 ? 十 妈 2 一 ] 
的 限制 ， 求 平面 族 
之 一 20 一 贡 加 一 区 0 十 寻 人 证 和 0 
的 包 面 . 
解 解法 一 
引进 辅 动 函数 
五 Kx ya2ypG) 一 2 一 320 一 摧 [区 一 Xo) 
一 双 3 一 6 十 及 扩 8 十字 2)y 
赔 包 商 方 程 由 方程 组 


3 了 383 


子 加 看 


了 一 3 一 有 人 一 区 0) 十 G 罗 一 多 69 《17 


六 ?十 9 一 1 《21 
有 一 一 《区 一 区 07 十 24 访 一 避 。 《37 
五: 一 一 (7 一 yo) 十 2429 一 0 《d 
玉 定 . 
《3 X 间 十 (42 xdg* 得 24 一 2 一 2o0. 于 是 ， 册 (33，(k4) 得 


将 《5》 式 代入 (1) 起 得 
《2 一 20732 一 《和 一 %o12 十 萎 站 一 了 072。 
由 于 原平 面 族 无 奇 点 ， 且 显 见 上 述 有 机 面 不 是 平面 ， 故 
上 上 述 曲 面 即 为 包 面 . 
解法 二 
引入 新 参数 念 疙 一 sin， 刀 一 cosp_ 
人 1 


sin 信 -(X 一 %o)7 一 coszy 一 oo) 《27 
于 是 ， 
sibnt 一 士 《 了 一 交 o7 
AAA[ 加 一 e 三 十 攻 放 一 分 0 
GO0s 间 ==…- 士 (X 一 Xo2 


wx 一 %o)2 十 (3 一 0 
代入 《1>》 式 ， 得 
《2 一 2022 一 ( 一 %o72 十 《一 了 022， 
由 于 彰 平 面 族 无 奇 点 ， 夺 上述 曲 面 不 是 平面 ， 故 上 还 
曲面 即 为 包 面 . 


8$6， 台 劳 公 式 


le 台 劳 公式 “” 若 函 数 f(x,y) 在 点 (e,B) 的 某 邻 域内 有 
直到 二 1 工 阶 《 过 mr 1 阶 的 在 内 》 的 一 切 连 续 仿 导 函 数 ， 册 
在 此 邻 域内 下 面 的 公式 成 立 


FCx， 3 一 Ha 十 王 引 cx-o 辽 


二 (一 中 Ca 的 十 玉 sCzy y?， < 
其 中 

玉 党 下 [co 

的 《 担 十 1 问 扣 

二 CO 一 区 站 天 6+8。 《名 一 汪 )， 


站 6.Cy 一 6) ] (0 一,=-1) 。 


2” 人 台 劳 级 数 ” 若 函数 六 xy) 可 以 无 穷 次 地 微分 及 
1imRCzy = 0 。 则 此 函数 可 表 成 宕 级 数 的 形状 
了 (2 3y)= 一 了 KG 


十 开 于 FSHCaybKx 一 ay 一 的。 《多 


1 


特别 情形 ， 当 a 一 8 一 4 时 公式 5C1) 和 (2 分 别名 为 马 欧 老 


宁 公 式 和 马 间 老林 级 数 ， 


二 


对 于 多 于 两 个 变量 的 函数 有 类 似 的 公式 。 
子 87 


3” 平面 曲线 的 奇 点 ” 设 在 某 点 MoCxe,yo) 可 微分 两 次 

的 曲线 亚 Cxy yy 一 0 适合 下 列 和 条件 
下 KKXp390D 一 0， 了 人 NoygoD7 一 DCXoy 602 一 
及 数 
4 一 下 (oo 有 旦 一 下 CYos9o7y 人 一 五 Co 

不 全 为 零 ， 于 是 ， 若 

《1) -4C 一 瑟 s 盖 0 网 昌 。 一 弧 立 鼎 ; 

《2) -4C 一 8? 一 0， 出 开 o 一 去 早点 《 划 ) 

(3) 4C 一 8? 一 0， 则 M。 一 上 上 升 点 或 孤立 点 ， 

在 4 一 召 一 妃 一 0 的 情形 ， 奇 点 的 种 类 可 能 更 复杂 . 至 于 
不 属于 光滑 的 向 线 类 C 2 的 曲线 ， 裔 点 还 可 能 有 更 其 打 的 
类 型 ， 跌 询 点 ， 久 点 等 等 . 


5581。 在 点 4C1 ,一 2 的 仓 域 内 根据 各 劳 公式 展开 函数 
区 一 282 一 和 3 一 2 一 63% 一 3 十 5。 


解 器 =4z 一 2 一 6， 方 = 一 x 一 2 一 4 


GO2y 9Bsr Gzr 
35 一生 ， Gay 工 ， ya 4， 
所 有 三 防 偏 导 函 数 均 为 零 ， 因此 ， 有 尽 z《w%oy) 一 0 
在 点 -1 一 2 钼 ， 
oa ar_ Br 
天 1， 2 一 5 一 0 本 3 一 0， 
虽 20 7 DXDYy ” 昌 y2 “ 


本 号 吕 


于 是 ， 
Kx 一 于 2Kx 一 133 一 (Kx 一 1) 
2 一 (十 2232。 
3582， 在 点 4(1:1,1)7 的 叙 域 内 根据 台 劳 公式 属 开 画 数 
上 2 二 8 二 zs 一 3 


Bf aa_ or _ 
和 解 下 训 一 8 司空 司 一 3 一 3Xz 


日 2 

玉 

避 坟 3z， 二 一 

让 2 

asf _ dsp asf 一 9 -3a ,其余 


5 
的 三 阶 湿 合 含 导 画 数 均 为 零 ; 


所 有 的 四 阶 含 导 冰 数 均 汶 人 稚 ， 四 些 ， 忌 :(Cx， 3 
一 避 。 在 点 -41， 二 17 赴 ， 


- 局 
二 > 3 一 3 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
1 一? Gy oOy ez 5， QXGy 


一 3 af_-asf_asf_ (5 
”Dxs 6 ae  ; 


-Go 


DGz  。 DXaz 


子 右 爷 


af __ 。 ar esf _ ， - 
二 5307， 于 是 ， 


了 Cxyyss 一 了 (IEyI) 十 瑟 订 ca 


< 
二 一 1 了 十 (2 一 D 卫 re， 1。1) 


一 3fCY 一 122 二 [3 一 1332 十 《2 一 122 
一 《和 一 下 KK 和 一 1 一 (一 TO 一 了 
一 攻 沁 一 上 《zz 一 17 了 二 《 基 一 13s -HE 一 173 
十 《2 一 173 一 SLC3 一 135z 一 1)》 。 
3583， 当 从 < 关 一 1 3 一 一 1 襄 到 xl: 一 工 十 让， 31 一 一 工 十 中 
时 ， 求 函数 fx 一 2 十 2 一 229 的 增 量 . 
解 记 4f1， 一 1 及 PC 一 1 十 局 ， 刚 


3 一 (2xy 二 yz 一 227| 一 1，。 
1 4 | 


引 | 一 Cx2 寺 2x3 一 2x)| ,一 一 3 


总 光 |] 4 
al 四 有 有 az 了 | _ __ 
3 4 2 ， 口 92 | 4 2 
如 2 了 _， _ | 一 。， 
0 ， 一 攻 2XY 直 了 2 明 二 3 
局 这 3 < | 9 一 2 
DxXaia ws| 4 ? 5 xy ” 


所 有 四 阶 偏 导 画 数 均 为 霍 ， 因 此 ， 忆 :7，y7 一 0。 
于 是 ， 按 台 劳 公式 即 得 


了 9 


看 了 
并 二 1) 7 


如 
Jf=fCP) 一 ACD 一 号 (1 
1 一 外 
一 ( 睛 一 3R) 十 (一 再 2 一 2 下 十 请 2) 十 再 8( 玉 士 户 ) 。 


5584。 设 ， 
天 (CXs ys2D 一 -02 十 召 ?92 十 友 e2 
十 2 了 YY 十 2 五 Xz 士 2 开 yy2， 
按 数 癌 ,有 和 /的 正 邓 数 短 展 并 7FKCYX 士 3 十 让 2 十 门 。 
让 = ， Gzf 
解 2C-4x 十 呈 y 十 吾 z) 24 3 一 2 万 ， 
引 一 2CB2 十 DDx 十 开 2)， aa 邢 一 :2 至 ， 
FF 
yz 2 ， 
er _ Q2zF Q2r 
二 一 一 2 人 2 十 五 % 十 玫 )， 证 一 20C， 二 一 2 已 。 


癌 z 
所 有 三 阶 偏 导 酝 数 均 为 零 ， 因 此 ， 
于 基 ， 接 台大 公 式 即 得 


下 关 十 下 3 十 站 直下 王 天 [9 


下 axXr3 3 一 日 。 


= a a 日 
一 wsyy2)2[RKY 十 站 y 十 吾 z 
十 展 [ 妾 7 十 夯 Y 十 瑟 z) 十 FCC2 士 五 % 十 巳 3 
十 [4 十 吾 B2 十 十 2 隔 帮 请 十 2 百 有 -2 


门人 二 瑟 9 十 五 3 二 和 天生 
了 号 了 


十 至 ?十 2)? 十 找 Y 寺 五 3 二 人 = 十 子 CC 


5585， 写 出 画 数 
站 (3 3 一 交 " 
在 点 -41 :13 的 邻 域 内 的 亡 开 式 ， 到 二 次 项 为 上 ， 


37 _ 一] Bf_ 4 
解 一 2 5 2]D 千 ， 


中 本 8 全 必 一 1 一 11 
《1 2 3 32mT 十 史 革 11n2%y 


回 %%3 
呈 了 一 区? 基 ， 号 一 >(? 一 DC 一 222t- 3 
3 了 一 和 YLnamy 


日 


os _ wa 1 
5 一 327 本 上 十 如 3 开拓 六 


_ 让 一 22eln2xz+ 2XYLLnX 。 


2 一 工 十 [ 尖 一 1》 十 《Y 一 13(3 一 上 ?十 下 zz [| 
1 十 愉 3 一 171，0 一 9 一 1， 其 中 剑 项 


Ra(xr 2 一 司 12C3 一 1(7 一 2720T2aws 
十 3[KC27 一 13X2 一 2 十 3 一 1223-21nox]Gx2dy 
十 3CYYA -11n2 区 十 2X311nw] 如 qd 十 Xelnsxc8h 


一 十 2[ (之 ax 二 lnxady)》 二 3 ( 宇 dx 十 lax dy) 


了 592 


3586 . 


5587 ， 


改 一 此 dx 十 和 辫 dxaly] 一 (2 可 %3S 一 吉 dxzdy) | 


人 % 一 X 一 1 ， 中 一 3 一 二 。 


根据 马克 老林 公式 展开 了 数 
FA 二 AT 一 汪 一 
到 四 次 项 为 止 。 
解 ” 由 于 
卫 工 
写作 一 工 
(1 十 xx) 二 一 1 寸 二 xx 本 2 六 工 ) 
上 】 】 
CE - 儿 2 一 : ) - 
| 
忆 了 xy2 十 -xs 
和 1 十 本 学 一 南 洛 十 182x 1。 ， 
故 得 
了 3 一 AT 一 xX3 一 %2 一 [1 十 (一 xz wz7 广 
空 一 寺 Cxa- 上 Ja) 一 二 KX2 寺 力 2)2 
沙 |*| 和 17>| 同 1 比较 为 很 小 的 量 ， 对 于 下 殉 二 式 


295 光 。 上 十 失 十 和 
ss4 于 《7)》 吕 工 C 革 可 了 一 Y 二 7 


推出 准确 到 二 次 项 的 近似 公式 ， 


《 己 > 


解 (05 了 一 DOsXxvgk 1 一 sina 罗 3 和 


一 ( 1 一 乞 -+ …) ft 十 二 sin2y 十) 


>(1 一 汪 ) 儿 1 二 二 stay) 


盖 ( 一 亏 -X 1 十 十 99 汪 了 一 一 (x2 一 ?2) . 


1 十 多 十 了 1 个 i 
《893 arc 节 了 一 十 汪 一 BYC 革 区 
1 二 了 
王 革 
一 站 十 ar2 人 II 于 4 


一 本 十 %KC1 一 ?十 3 必 工 十 % 一 2y。 


z5838 假定 xyy2 的 绝对 值 是 很 小 的 重 ， 简 化 下 式 


CQs(K 人 十 悄 十 名 ) 一 避 0S 因 唱和 入 瑟 全 5。 


解 ” 我 们 简化 上 式 到 一 次 项 。 


CO 外 十 十 全 -03 汶 C 人 昌 果 DS2 

[| 一 六 (zx 十 ?十 2 人 1 一 二 x?) 
(1 一生. 

2 上 一 二 Cx2 二 32 二 232 一 (%》 十 3 十 2 


了 9 了 池 


一 人 1 一 去 2 一 去 和 一 二 zz] 


一 长 辐 十 9 十 EAXD 


3589。 依 下 的 习 和 寡 把 卫 数 
瓦 Co 扫 一 荆 [CCx 寺 用 鸭 十 Cs 十 有 


十 fx 一 站 ， 拉 十 FCxyy 一 耻 ] 一 Fa 人 
展开 ， 谁 确 到 14 . 


iDFCxo3D_ armarxro) ar ， 
解 记 5 一 35 及 3 一 57，… 余 类 似 ， 
即 得 


五 (xi 一 二 TCFCx 十 放 o7 一 FCxy 了 
种 


二 [Agxyy 十 下 一 了 [xy37 
士 [zj 一 卢 , 9 一 
一 了 Cx， 97]} 


之 工 5 加 天 94 
下 二 二 53 相生 二 6 三 十 二 3 汉 


CCXY，， 2 二 [CTFC 3 一 站 


3 4133 DA 
2 生 
+[ 43 寻 二 与 汉 + 二 3 二 + 直 .也 3 妆 ] 


DFILIrasG2F 全 3 3 
+ AS 二 二 Ha 一 下 0 9 丰 十 寺 


站 区 加 共生 


3 了 3235 


of 1 sas 0 
二 一 5 二 二 1 人 下 一 上 6 人 和 


3 
+ 本 3 并 


2 DsF + he (9 本 < 
一 可 \ 瑟 7 十 5 ) 十 44 呈 BT ) 


5590。 已 秘 中 心 在 点 ce 站 为 的 国 同 | 设 7 瑟 ) 一 
9 下 忆 isiy 3) 一 1 3233) 为 已 知 圆 周 之 内 接 正 
三 角形 的 顶点 ， 并 且 x1: 一 x 二 py 一 y。 依 加 的 正 束 


数 攻 把 函数 


展开 准确 到 5 ， y 
解 ”如 图 6'34 所 未。 | 
< 之 三 顶点 
分 别 为 

已 《YX 二 D，3)， 


ax 一 号 ”3 


+> ao)， 
图 6"34 
Ps 人 (xz 一 全， 一 so ) 
于 是 ， 


了 宫 


开 Cp) 一 二 CFCPDT+FCP2) 二 COPs)] 


s 了 人 AP+o3+ 全 3 三 睹 [FCP) 


所 如 站 兴 2 


扣 台 问 
上 二 《一重 + o38 和 5 


二 3p2 9 本 2 azf 
绰 口 y 出 他 居间 分 


全 外 
+[FPD+(- 呈 ) 蓄 +(-E)o 吕 + 


] 碳 对 
下 


四 | 六 


3P2 0 AAA 可 2 癌 3 天 
二 


出 外 光合 人 
一 人 2 2 
一 卸 ( 呈 十 后 3 二 35 人). 


、8591， 恢 瑟 与 疡 的 乘 宕 把 函数 
LO 一 了 (CX 十 形 3 十 外 一 天 (十 用 3 
一 天 5 YY 十 民 ) 十 天 (和 人 

哇 开 ， 


解 LHCX，%) 一 [res 2 十 4 +4 引 十 工 


# 咽 出 mr 到 避 
摧 丁 民 a 一 号 


SS， 
1 一 和 7 元 要 六-j- [rer， 2 十 互 而 


于 Q2 


-[ycx， 3 十 3 去 3 


了 他 7 


呈 of 
4Hm 阅 。 叫 咏 下 1 《站 一 证 1 问 共 “ 问 和 和 


_ of as ro 
= 三 地 所 十 马 二 1 【《 共 一 训 7 2 DT 


本 一 当 的 志 耻 


5592。 焦 p 的 乘 麦 把 函数 


王 《D) = 去】 fx+oeospyyTosing)dg 


展开 ， 
站 "2D3 的 8i” “的 
FFCX5y) 
0 Se 
记 ” 站 "全 4 


一 卫 (x。% 十 于 


Nm 了 四 m 站 


二 一 控 


ITC 一 re GDxr9y 


由 学 
,， 0 8 
中 江 


下 本 计算 上 式 中 的 名 分 ， 


时 
也 2 冰 1 一 圳 全 严 1 玫 一 哇 
-一 已 加 血书 的 澡 工 了 了 由 一 一 一 心 避 呈 rgD8 iT 呈 
志 人 仿 旷 马 轨 2 」。 旬 名 如 信 


十 工 . | osn( 一 的 虽 in 一 一 p) 芝 入 
了 于 自 


可 


十 壮 | “oosn(z 十 人 )8ins 王 辽 十 多)》 过 扣 
工交 得 


可 


十 -了 工 osm( 呈 一 的 )3ine 开 2 一 的) 如 全 


一 - 工 [r 1 5 一 13" 十 (一 3) 十 (一 1 
2 元 


， | “oosmgaineapao 。 
生 


当 娄 ,* 中 至 少 有 一 个 为 奇数 时 ， 显 见 上 述 积 分 为 零 。 
当 和 省 过 为 朝 数 时 ， 由 2290 题 的 缚 果 知 * 


工 (sameginazn 一 2zm 4 四 多 3 机 一 全 拓 
二 CDSamgDS 计 了 edp= 二 人 CD82M 的 9im 六 攻 扩 
了 2 了 站 2 王 性 


EC2r7 IC21 一 2001。， 《27471C28 一 2047 
1 
代入 原 式 ， 并 注意 到 其 中 的 mw 只 能 为 偶数, 适当 改 
蛮 一 下 指标 的 编导 ， 即 得 
到 3 


已 Cp) 一 Fw， 十 世 了 放生 


下 如 -一 他 ?321 


_azeF(xy)》 (271(248 一 2m7 1 
站 其 2 人 WW29 一品 3 人 《人 一 人 


人 
已 De( 二 


好 上 站 28 了 CC 和 
1 [的 手 一 近 )1  。 问 近 2 间 革 2 人 


可 至 站 


24 r 四 王 站 2 
一 FGx，2) 十 互 革 5 可) 《3 二 ) Gy 妨 。 


时 儿 乡 


5595 。 


3594 . 


400 


将 下 列 函 数 展 开 事 马 克 老 林 级 数 : 
子 [xy 一 (1 十 区 DC 十 2 ， 


解 “Foxyo 一 (IT+23mC1 十 93 一 [FI 十 mx 十 下 从 一 13 


.xzxa 十 .… ICI+ny 二 -21 9 = 十 .3 


一 工 十 《8 和 十 攻略 十 站 CCm 一 1323 


十 2mHXY 十 人 K-T)y2 了 十 
(|1x1 一 1 yl 一 112， 
FE 一 lng1 直 十 3 ， 


衣 “Fx, 人 一 InCi+(z 二 2 一 忆 一 并 xz 二 23 


- 开 [ 三- 《一 昌 -- 玉 ! en 


5 0 二 1 六 一 扩 帮 ! 
5 [ 
一 《一 1 六 一 区 CR 一 13 和 AL 
之 1 区 生 一 全 3) 0 
《一 1 (要 直 站 一 171 
= 一 2 
=- 己 互 T 王 人 7 


当 疾 一 0，8 一 0 时， 分 子 出 现 (一 131，* 规 定 该 项 为 零 ， 
下 面 讨论 一 下 收藏 区 间 . (1) 威 立 ， 只 要 求 1x+yj 一 1 
即 可 ,得 从 人 12) 式 到 (23 式 ， 必 需要 求 (1) 式 绝对 收 敏 ， 
这 样 和 才能 将 各 项 重新 排列 .不 难看 出 《1? 式 级 多 各 项 
取 弧 对 值 后 妓 函 数 一 InC1 一 (1x|1 十 17 的 展开 式 ， 

它 的 收 策 性 要 求 |<| 十 1y| 一 1- 这 就 是 了 xy) 的 展 


-一 一 一 一 一 一 -一 


开 式 的 牙 化 区 域 ， 
5595。 了 (xy 一 esiny 。 


解 fxy 思 = [ 瑟 芝 ][ 五 < | 


1 
=- 忆 互 1 和 幸 1( 2 站 十 171 


《|2| 一 十 ce，137]1 一 -上 cc)。 
3596。FCX，y) 一 ereosy。 


解 fc 2=[ 互 世 ][ 王 c-y 5 


ms 站 
-一 - 兴 2 
互 互 < 17 7 


《xl 一 二 ee， 一 十 ce)。 
5597 。j 扩 (2 y%) 一 ainx shy。 


租 shy 一 -2 二 2 一 让 互 过 了 一 责 (-T* 寻 ] 


下 到 性 


定 人 29 二 1 
一 到 DT CI 
于 是 ， 
加 _ 人 2 中 二 让 
fr 2 下 [ 吓 Der 


[ 王 -这 5 


旺 咱 种 


二 加 了 


稚 2 二 1 391 


一 之 之 (一 “二 1 2 二 1)1 


《zj < 十 ce，1y| 利 二 oo) 。 
3598 。 (xy37 一 cos% chy 。 


em 
解 chy 一 人 十 ee 一 一 轴 -二 


《1131 一 十 co)。 


之 We 二 
于 是 ， 
加 _ 台 邑人 
cx 轨 一 [三 (一 1 < 了 < ] 
一 下 贡 (Dr zero2n 
四 一 口 二 几 2 《 生生 T 


《lx 一 二 coy|y| 一 二 oo。 
5599 。 了 (xy 一 siakX2 十 .437。 
_ 富 _ 《二 2 
解 ce 六 一 五 一 D 人 让 科 全 


二 2r4+1 _ 
入 2 人 2 Can 十 1 一 多 


一 世 艺 4 一 1 展 !《29 十 1 一 六 ?1 
2 拢 2 信 四 
一 型 mm 叶 。 
碾 ( sin 一 s 二 南河 《MX%8 二 ee 


5600 。 了 (xy 一 Inf1 十 x)1nK1 十 y)。 
四 一 1 一 1 
解 了 2=[ 己 《一 3) :全 二 《一 13》 | 


一 De Lo cx 一 ,ly 一 D， 


问 王 】 一 上 


402 


5601 - 


5602 。 


5B605 。 


写 出 画 数 
fx 一 全 Ga+aeydi 
的 马克 劳 林 级 数 前 面 不 为 零 的 三 项 ， 
解 〔1 于 xz)823 一 Bt29laGTs》 局 工 十 f23tatg1LI 十 区 


十 二 (taylnC1 十 xD8 
0 __ 二 2 
1 十 下 3 兴 < 一 下 】 一 1 十 tx3 一 本 223。 
于 是 ， 
1 半 
人 3 an 
Km， 2 二 (+ 3 一 天 攻 7)adt 
一 工 二 寻 3f(x 一 冯 ] 
3 了 五 


按 二 项 式 * 一 和 YY 十 1 的 正 整 数 每 将 通 米 ef 展开 
成 括 级 数 . 


解 。 ez 一 eccrD+CG+D 一 ec-2 eetl 


一 呈 9 一 DC3 十 17 


7 1 和 1 


出 一 由 到 所 


《| xj 一 于 cosly| 一 十 ee) 。 
写 贞 通 教 7 Ge 2 一 六 在 点 闻 541，1) 的 邻 域 内 的 合 劳 


级 数 展 开 式 ， 
解 令 X= 1 十 下， 3 一 1 二 8， 则 得 


区 -，]1 十 下 ae 
了 一 下 G1 二 从 之 13? 瑟 


< 


一 入 一 让 红 1 二 《一 1 一 下 


《1x|< 一 二 oo 0 一 一 全) 
5604 .证 z 为 由 方程 2 一 2%z 十 3 一 站 所 定义 的 和 >? 的 隐 
郴 数 ， 当 xx 一 1 和 >y= 1 时 它 的 值 为 ?= 1 . 
号 出 冰 数 z 按 二 项 式 x 一 1 和 2 一 工 的 升 宏 排列 


的 展开 式 中 的 若干 项 . 
解 对 诛 方 程 微 分 一 次 ， 得 

322 吉 三 一 2X 红 之 一 2zGX 十 吉 宇 一 站 。 《13? 
再 微分 一 次 ， 得 

《3z2 一 2X%) 可 22 十 各 2 芭 2 一 4IXdZ 一 站 。 《2 


以 xx= 1 3=1,2z 一 1 代入 (1D(20 两 式 ， 得 
可 = 一 2GqX 一 过? 。 
名 基 一 一 在 本 局 可 研一 《4 全 一 上 2 十 和 可 3 
2C3X 一 二 3 
一 一 16 可 X2 十 20 可 xd 可 ly 一 6 可 2 ， 


昌 


于 是 ， 可 求 得 在 xY= 一 1，3% 一 1 址 ， 


加 2z2 如 zz 侣 2 名 6 
xXa ” DYay ” 日 yz ? 
从 而 有 


2 一 工 十 2 和 一 1)》 一 《一 123 一 [8《X 一 7 
了 0 如 


一 10K2 一 1)69 一 13 寺 3K9 一 1)2] 十 .…， 
研究 下 列 得 钱 的 奇 点 的 种 类 并 太 赂 地 绽 出 这 些 曲线 : 
605。 ?2 一 0X8 十 2 ， 
解 解 方程 组 
五 《和 4) 一 Y2 赴 区 5 一 ?2 一 人 ， 
jc-aar+ 和 和 2 一 0， 
一 一 2 一 个 
得 xz 一 0，y 一 0， 故 点 (0，0? 为 柯 点 。 
其 次 ， 上 让 于 
一 《0y0)7 一 2 五 一 瓦 2C0, 0 一 中。 
中 一 FrfC0 0) 一 一 2，_LdC 一 瑟 2 一 一 4d， 
帮 当 ge 一 0 时 ， 点 人，0) 为 二 重点 5 当 4 一 0 时 ， 点 
《9:0) 为 扳 立 点 5 当 Ga 一 0 时 ， 原 方程 化 为 % 一 3a。 
让 357450 的 讨论 知 点 (0,07 为 尖 上 ， 
如 图 635 所 示 ， 上 点 44 为 (一 4，0>。 


多 a 30 7 站 女 站 


舱 上 其 六 | 点 : 其 
图 6-35 
5606 ，% 十 一 3 一 们 。 
解 解 方 径 组 


学 站 号 


了 CD 一 3 一 39 一 D， 
五 网 汪 3 一 33 一 3X 一 站 
得 xx 一 0, 3 一 0， 区 上线 (0,07 汶 栖 点 ， 
又 因 人 4 一 下 (000 一 0， 盏 一 王 K0，0)》 一 一 3 ， 
伟 一 声 of0 0) 一 0， 且 4C 一 下 一 一 一 0， 故 点 (0 0) 
为 二 重点 ， 图 象 参 看 370 题 (6) 。 
5607 。xs 十 22 一 %< 二 yt。 
解 ” 解 方程 组 
和 ecococeeo 


翁 co 0 ， 


一 
Wo 一 23 一 4343 一 
得 xx 一 0，3?=0， 故 点 (0,0)? 为 奇 咸 . 
到 因 4 一 天 2(0， 人 0 一 2， 呈 一 靖 -K0，0 一 0， 
心 一 (0 0) 一 2， 且 4C-- 瑟 2 一 4 一 0D， 放 点 (0 0 
为 耿 立 点 . 图 象 参 看 1542 题 。 
5608 ，%2 十 94 一 Xe 
解 ” 角 方 程 组 
下 《xs 于 和 2 十 3 一 光一 0， 
和 eco-az-eera 
Co yy) 一 4yY5 一 0 
得 < 一 0，y 一 0， 放 点 0，0) 汶 奇 点 。 
允 因 44= 瑟 (0，0) 一 2， 卫 一 局 2C0 0 一 0， 尼 一 
五 wwK002 一 0， 且 CC 一 吾 2 二 0， 页 点 《0:0)7 为 上 升 点 
或 孤立 点 ， 本 题 中 ， 点 人 0,07 为 矣 空虚 〔〈 图 6.36)。 事 


看 


5609。 


35610 . 


实 上 ， 将 原 方 程 改 写 为 
小 4 一 X9 一 2 对 (0,0) 
后 的 很 小 的 邻 域内 的 点 
《1xz|l 一 1，17| 一 1)， 

左 疯 254 莹 09， 碳 %a 
一 %2 一 %afKxd 一 1) <0， 
除 上 扎 (0,0) 儿 没 有 和 导 合 
方程 的 点 ， 故 点 (0, 0) 


为 孤立 点 。 

《Xa 二 ya?32 一 02 《 wa 一 罗 
37 

和 解 ” 解 方程 组 


下 Cxy2 一 《2 小 y2)2 一 G2(xa 一 ya 一 0， 

ji 一 eetsz+ya 一 nzz 二 0 

下 一 和 YX 十 y29 -二 2639 一 0 
得 * 一 0。y 一 0， 帮 点 (0,0) 为 奇 点 ， 

基因 4 一 亚 so(0,0) 一 一 242， 互 一 后 20 0 一 0， 
C 一 五 0y07 一 202， 且 4C 一 瑟 ? 一 一 404- Ca 关 07， 
故 点 60,0) 为 二 重点 .图 象 参看 3367 题 ， 只 须 将 该 题 


中 的 工 换 盛 =. 
(3 一 7 一 %5 
解 ” 解 方程 组 


Xe 一 一 0Ky 一 2 一 5x%4 一 0， 
五 外 车。 9) 一 2 和 一 尖 3)》 一 站 
得 < 一 0，y 一 0， 故 点 0,0)? 为 奇 点 。 


和 ee 一 《3 一 X272 一 X5- 一 0。 


学问 7 


s611。 


又 因 4 一 下 4C0，07 一 0D， 瑟 一 下 CO0， 0 一 0， 交 一 
Erg0r 0 一 2， 且 4C 一 瑟 ?一 0， 达 对 点 59， 07 这 需 
要 再 讨论 一 下 ， 由 碌 方 程 可 解 刷 y 一 x2? 土 %za， 右 按 只 
侈 许 xs0，。 当 0-=x 一 1 时 
不 论 取 “十 ?号 还 是 “一 ? 
号 均 有 2 一 0 ， 且 均 有 


赦 点 人 0:07 为 央 点 ， 如 图 
5"37 所 示 。 


【十 3 人 2 一 【《G 一 3 和 2 图 6.37 
解 ”和解 方程 组 
下 《0 一 (G 十 XI32 一 KG 一 XIX2 一 0D， 《13? 
和 ee-y 一 2GX 十 30%2 一 们 ， 《27) 
Fo 一 2 十 2 一 0。 《37 


外 (3) 得 <= 一 4 或 一 0。 

将 ?= 一 0 代入 (1 (2)， 得 xx 一 0。 

将 < 一 一 上 代入 (0 式 ， 得 ta 一 科 xx2 一 0. 若 下 六 0， 
则 得 出 矛盾 的 结果 . 车 as 一 0， 册 出 得 到 xx 一 0 ，y 
一 0 ， 杉 点 40;:0) 为 奇 点. 

双 国 4 一 五 二 (0:0) 一 一 2 也 一 下 《0 0) 一 0 尼 
一 下 sfK0， 0 一 206， 且 -4C-- 互 ?一 一 402 ， 衣 当 a 尖 0 
时 ， 点 50,00 为 二 重点 8 当 @ 一 9 时 ， 方 程 转化 汶 wyz 
一 一 %3 ， 从 而 曲 钱 为 一 0 ， 点 (0:0? 为 上 升 点 。 

如 图 6.38 所 示 ， 国 中 点 4 为 Ca;0) 


芷 人 


有 


5612 .研究 参 变量 ab,c (asp<sc) 的 值 与 旧 斤 ya 一 (一 中 
(一 CE 一 人 的 形状 之 关系 。 
甫 解 方程 组 
下 Kxy3 一 42 一 (YX 一 GCCX 一 人 KxY 一 一 0，〔《1) 
下 so3 门 一 一 (人 一 上 (一 再 (一例 
一 CO 一 【一 站 一 上 一 有 ) 《2) 
Fr 一 27 一 0。 (33 
由 (32 得 ?一 0， 代 入 (1)， 联 立 (12，〔27 求 解 . 
尖 ea 一 5 一 时，(D，(2) 无 解 。 国 丝 无 奇 点 ， 玫 
时 曲线 如 图 6'39512? 斯 示 
当 ae=p- 一 ec 时 ， 显 然 517，( 鸭 有 有 解 x 一 ay 一 0， 
由 于 4 一 Fa 叫 一 一 2(44 一 上， 吾 一 开 (a0) 一 0， 
C 一 rr as0) 一 2， 且 4C~ 忆 2 一 -4(e 一 c=-0， 琢 
点 aka,0) 为 缉 立 点 ， 如 图 6-89 (2) 所 示 ， 
当 a 一 5 一 时， 显然 (1): (2) 汪 解 之 一 已 ，y 一 0。 
由 于 4 一 下 sp,0) 一 一 2fo 一 6， 旦 一 所 2( 百 07 一 0， 
一 忆 oC80) 一 2， 且 4C 一 瑟 ? 一 一 4Ce 一 拉 一 0， 故 点 
4akp;0) 为 二 重点 ， 如 图 6-39(32? 所 示 3 


D9 


rr 


当 a 一 5 一 时 ， 显然 有 解 X 一 oa 了 一 D。 南 于 4C 
一 下 2 一 ， 此 时 原 方 程 为 ?2 一 (x 一 4)*， 且 由 3574 题 
全 点 -459 0) 注 尖 屿 ， 如 图 6:39《47 所 


y 


= = 


《31 
图 6.39 
研究 超越 眶 狗 的 畜 点 : 
5615。y%2 一 上 一 @ 一 2 。 
解 ” 解 方程 组 


厂区 Xi 一 一 2XB 一 52 一 0 
下 Cr 一 2 一 0 
得 % 一 0,y 一 0 梳 虚 (0 0 为 奇 点 。 


辽 ] 如 


和 co 1 十 @ 一 52 一 日 


as6344。 


3615 。 


3s616 。 


到 本 一 碧 (007 一 一 2， 呈 一 王 .0，0) 一 0。， 必 一 
二 重点 . 
2 一 上 一 旬 一 3#S。 


解 解 方程 组 


瑟 (xyy) 一 28 一 1 十 e-%a 一 0， 
jee=-arre ro 
五 9 一 全 9 一身 “ 


得 x 一 0，3?9 一 0， 琐 点 0;0) 为 奇 点 。 

筷 因 4 一 五 & (0 的 一 0， 嘿 一 下 光 0，0 一 0， 慷 一 
五 (00 一 233， 县 4C 一 号: 一 0， 故 对 点 (0，0) 还 需 
再 讨论 一 下 。 原 式 可 解 为 x 一 一 以 TECICT53>= 0 ,在 
《0。0) 附 返 ， 第 一 及 第 四 象限 各 有 原本 线 的 一 去 ， 因 
此 ， 点 人 0:0) 为 尖 点 。 
理 一 必 1DX 
解 五 4x，3?D 一 2ilaX 一 yy 
一 工 十 lnxy CC 
太一 一 1 关口， 枚 无 奇 
点 。 如 图 6.40 所 示 。 


曙 二 


卫 时 
站 


解 在 2 一 0 处 ， 由 主 
im 了 一 由 im 了 一 DO， 


本 - 和 rr 一 个 


故 x* 一 0 为 “可 移 去 ”的 第 一 类 不 连续 点 ， 补充 函数 在 
该 点 韵 值 为 零 后 ， 即 得 知 画 数 


和 了 1 


主 十 ee 
心 ， 工 一 品 
在 点 =， 连 纪 。 册 于 Ex 32) 一 1 基 0， 让 无 奇 点 - 
当 x 失 0 时 ， 册 于 ， 


一 二 1， 澡 天 站 ， 
4 一 


Ga 
本 -一 


工 
《1 十 媚 5 
Lim 4 一 lim 《1 十 22e 十 1 一 1iIn _e (之 十 22 
贡 一 十 自 时 -十 < 芭 荆 十 ez 了 一 十 心 空 妇 5 】 十 < 
二 Lim z 十 2 
ET 
1im 芳 
区 = 一 全 


im (1 一 ae 二 IT 


一 一 1 ， 
均 点 《Do*07 汶 前 感 ， 如 图 
石 "41 所 示 
3617 . 3 一 aretg(- 二 -)。 图 6.41 


解 涡 一 展 可 (站 一 0， 寺 1, 土 2 点 汶 不 连续 点 。 由 于 
lim y 一 (一 1345，1Hay 一 (一 1 ， 
二 一 上 和 十 癌 号 “we 一 扣 2 


页 点 x 一 pr 为 画 数 的 第 一 类 不 连续 点 。 
5618 . 2 一 sino 


学 了 立 


3619。 


38620 .。 


一 1 
解 > 一 上 sinz， 它 在 ( 专 ， 二) { 开 一 二 1 
土 2， "内 无 定 尽 。 
、 _ 加 
在 这 界 点 和 一 请 及 < = 了 1 4 一 必 ， 
示 数 图 银 有 上 下 两 支 ， 
证 瑟 (zs 人 一 2 一 sinx* 则 在 边界 点 ， 由 于 古 * 夫 


0， 一 0， 故 世 无 奇 点 . 

在 《0,0) 点 的 任何 邻 域 内 ， 有 无 穷 钞 个 曲线 的 圭 
闭 分 支 ， 这 些 分 支 没有 一 个 过 《0:0) 点 ， 它 不 属于 尾 
条 一 种 类 型 . 


42 一 sinX%za。 

和 解 ” 解 方程 组 
机 (光一 2 一 sinX2 一 口 ， 
jw 一 一 2Xeoa%2 一 站 ， 


下 xs 一 27 一 0 
得 < 一 0，y 一 0， 故 点 (0:0) 为 奇 点 ， 

又 困 8 4 一 万 (00) 一 一 人 ， 一 下 (0 0) 一 0 
它 一 古 w (0 0) 一 2 上， 且 L4C 一 瑟 2 一 一 40， 痢 点 0， 0》 
为 二 重 虚 。 
2 一 sinax%。 过 
解 ” 显 兄 ， 函 数 > 的 局 期 为 3z ,在 (2RT，(〔(28 十 1375] 
内 国 数 有 定 记 ， 而 在 (人 KC2 户 一 1) 王 ，28m》(R 一 D， 士 1 
士 2，……? 内 无 定 尽 。 


二 了 


解 方程 组 

有 Kx 一 %2 一 simswX 一 站 

jc- 一 ameeeoer- 吕 

下 Kx 3 一 2 一 0 
得 一 D，2= 一 0， 克 感 0 0) 为 高 点。 

在 点 (002 的 左 删 《 指 充分 小 的 范围 ， 下 园 ， 不 
再 说 明 >》 无 昌 线 的 点 * 而 在 右 便 的 第 一 、 第 四 象限 分 别 
有 册 谎 的 两 杆 ， 因 了 征 : 点 人 ,0 为 尖 点 ,如 图 6,42 所 示 。 

由 阅 捧 狂 可 知 ， 
版 (RE 0 《一 土工， 
土 有 地 为 尖 戌 ， 
只 是 当 站 是 偶 米 时 ， 
右 便 才 有 上 曲 绥 的 两 
校 :， 当 上 有 是 奇 娄 时 ， 
左 便 才 育 昌 线 的 两 
彼 。 图 6.d2 


学 了 学 


37. 多 变 生 函数 的 级 值 
1” 般 值 的 定义 “ 著 函 数 7CP) 一 AKCxi :xD 于 点 Po 的 


邻 域内 有 定义 并 且 当 0 一 pCPoP) 一 5 时 ，ACPo) 一 7(P) 或 
1 Po 一 六 PP ， 则 说, 男 数 7P) 在 点 卫 。 有 概念 《相应 地 为 
级 去 值 或 极 小 值 ?. 因 
2” 极 值 的 必要 条 件 ”可 微分 的 画 数 f(P) 公 在 静 正 点 局 ， 
即 是 说 在 dfCPo) 一 0 的 点 己 o 能 达到 衣 值 , 所以， 函数 7CP) 
的 极 值 点 应 当铺 是 方程 组 FE 1 
3” 极 值 的 充分 条 途 ”函数 7P) 于 点 有: 
《a) 级 大 值 : 若 dqFCPo)= 0。，d2FpPol 一 0， 
《62 概 小 值 ， 著 gdFCRPDy 一 0，d2rfCPo=D。 
研究 二 二 次 微分 zsFCPo ) 的 符号 可 用 化 相应 的 二 次 式 成 由 
式 的 方法 来 进行 . 
特别 是 ， 对 于 两 个 自 变 量 闪 和 世 的 函数 FPCxsoy 在 静止 
版 《#%oy3p) [dxXos3o= 一 0 万 一 4 一 旦 2 夫 0 [其 牢 
二 一 一 闻 sKCXoy yo》y 百 一 Kos 40]s 人 一 Fo% 2o7] 成 立 
时 ， 有 : 
《1》 设 少 值 ， 黄姜 一 有 站， DPC-DOT7; 
《2 极 大 值 ， 若 石 =-0，.4 一 OCTP-D7i 
(3 》 盘 介 不 存在 ， 若 万 -=0. 
生 条 件 极 值 在 洋 系 式 9 一 0 人 一 1，yrz3i 18- 一 
*) 各 少 注 ， 若 将 不 等 式 F( Po) >-JCP3《 或 拒 Poy-<JCP)) 禹 汶 不 岂 式 
Po 是) 《或 大 Po<srCP77 出 称 上 (在 点 o 有 加 斤 天 许 
《或 是 极 小 伺 》 - 


考 闻 


存在 的 条 件 下 ， 求 画 数 站 Po) 一 FCxiysasoeoxr) 的 极 值 的 问 
题 ， 可 坚 结 为 对 于 拉 格 朗 日 函数 


wero ve 


PCP)=-FCP) 二 eicCP) 
1 


[其 中 4 一 1 px99 汶 常数 因子 ] 求 普通 极 值 的 问题 ,关于 
条 件 极 值 的 存在 和 性 质 的 问题 ， 在 最 简单 的 情况 ， 想 据 研 究 
通 数 亏 ( 忆 ?于 静止 点 已 o 的 二 次 微分 dg2ZCPo) 的 符号 ,并 在 蛮 
量 qxas，qxwarosdsn 由 下 面 的 关系 式 


工 .25am 一 0 (1 


所 限 侧 的 条 件 下 。 得 到 名 次 . 

5” 绝对 极 值 于 有 界 且 封 团 的 区 域内 可 微分 的 本 数 
fP) 在 此 域内 或 于 静止 点 ， 或 于 域 的 边界 点 达到 自己 的 最 
大 值 和 最 小 值 . 

镀 究 下 列 风 变量 函数 的 极 值 : 
3621。2> 一 %2 二 (yy 一 122。 

解 ” 解 方程 组 


得 静止 点 忆 oC0y， 1)。， 显然 z(0， 1) 一 0 ， 且 当 K2xyy?》 
天 忒 D LE》 时 >==~ 0， 故 琐 数 :2 在 点 三 o 取 得 极 小 值 
2:(Po) 一 0 实际 是 最 小 值 )， 

22 ，2 一 %z 一 《一 )2。 
解 ” 甫 方程 组 


省 丰 


5625. 


3624- 


| 训 --xo-o-。 


得 静止 点 已 Cn，17。 由 于 
了 4 一 zxx(0 1 一 2， 卫 一 zf0:1)? 一 0 一 sz (0，1) 
一 一 2 ， 且 4C 一 下 ?= 一 4 一 0 ， 鼓 极 值 不 存在 (或 用 


该 点 附近 的 = 值 可 正 可 负 说 明 )>。 
2 一 《一 人 小 1 72。 
解 ” 解 方程 组 
| 强 -sce-y+D= ， 
-一 一 zx 一 ?二 13?=0 


得 静止 虑 分 布 在 交角 x 一 ?> 十 1 一 0 上 .对 于 上 册 直 线 
上 的 上 均 有 2 一 0 ， 但 是 z0 恒 成 立 ， 因 此 ,本 数 2: 
在 直线 x 一 ?十 工 一 0 上 的 各 点 取得 弱 极 小 值 z>= 一 0 。 
了 二 光一 区 十 和 2 一 2 十 了 


解 ” 解 方程 组 
| 经 =2x 一 ?一 3 一 0， 
| - 弃 一 一 x+23+ 1 一 0 


得 静 灶 点 Pu 1 ，04 7. 由 手 
媳 一 20 1L1，07 一 2， 瑟 一 2 下 07=- 一 1， 伍 一 
zf10) 一 2， 且 4C 一 旦 3 一 3 一 0 ， 故 函数 > 在 点 


如 


5625 。 


必 了 总 


忆 * 取 得 要 小 值 z 皂 Po 一 一 1。 
包 一 区 2 如 一 下 一 另 。 
解 解 方 程 组 


全- 生 一 xyatla 一 ax 一 2y? 一 D ， 


经 一 xabaK18 一 3X 一 4 一 日 

得 静止 点 刁 o(2,3?3， 并 且 直 如 YY= 一 0 及 直线 ?= 日 上 的 
点 都 是 静 灶 点 

不 难 断 定 在 已 。 点 ，-4 一 一 162， 卫 一 一 108， 驴 一 
一 144，_JdC 一 呈 2 一 0 ， 梳 画 数 :在 上 由 卫 。 取 担 摄 天 和 
多 一 108。 

在 直线 x 一 0 及 ?一 0 上 的 各 点 均 有 > 一 0 . 先 分 
本 直线 ?一 0 的 情况 .在 直线 上 x 闪 0 站 xx 拓 6 处 ， 
wx2(K6 一 “一 四 ) 夫 0 ， 在 确定 点 的 足 操 小 的 都 城内 也 不 
蛮 寻 ， 但 是 妇 可 正 可 负 ， 因 此 范 煞 z 变 导 ， 即 在 上 上 
述 情 况 下 设 有 极 值 ， 当 xz 一 9 及 x= 5 类 人 殿 地 可 判断 
也 无 极 值 . 

其 次 分 析 直 线 *= 一 0 的 情况 ， 在 查 钱 上 上 9 一 怠 及 
3 一 在 的 点 的 情况 燃 亿 地 可 兰 斯 泡 极 逢 . 但 当 0 一 ?一 
5 有 了 蛙 ，ya26 一 % 一 22 一 人 0， 且 在 所 讨论 点 的 是 够 小 的 
郭 域内 保持 正 导 .因此 , 在 足 名 小 的 邹 域 肉 ，2 一 2 
必 6 一 2 一 4 头 0 也 成 立 , 但 邻 域 内 任意 近 处 总 有 z 一 0 
的 点 。 于是， 对 于 % 入 0，0 一 4 一 和 的 点 栈 数 = 取 
得 弱 极 小 和 值 =z= 0 。 间 潜 可 判定 ， 对 于 直线 <= 0 上 
3<0 有 玉生 6 的 各 点 处 ， 函数 2 取得 弱 极 大 值 z=0. 


3626 。 


627 。 


5628 。 


兰 一 光 3 十 3 一 3 。 
解 ” 解 庆 程 组 
「 局 2 


| -3 一 3X 一 5 一 0， 


已 2 
| 53 一 3%2 一 3X 一 候 


得 静 正 眠 PoCo0s0? 玉 忆 :Ciy1)。 

不 难 断 定 ， 在 点 已 6 有 4 = 0 ， 五 一 一 3，C=0 了 下 
4 一 五: 一 一 9 一 0， 放 无 极 信 ; 而 在 点 PP 有 4=6， 
了 一 一 3 C 一 在 及 4C 一 万 ?一 27= 0 ， 族 画 数 z 在 玄 
点 取得 援 小 储 z( 忆 ?一 一 1 
芯 一 避 4 十 了 一 区 2 一 写 光 和 一 2 


和 解 和解 方程 组 
| -经 =4x* 一 az 一 2y 一 DO， 


站 

| 盏 一 4 一 2x 一 23 一 人 
得 静止 点 忆 oC0,027，PiC1,1)7 及 成 :5 一 1 1)， 

在 点 了 6 附近 ， 当 x 一 ” 且 是 够 小 时 ,有 = 一 22x4 一 
4x%2 一 0 但 当 z# 一 一 了 时，z= 一 2x4=-0， 丁 此， 在 
版 叫 。 无 极 借 。 

不 难 断 定 , 在 点 叫 ; 及 三: 均 存 4 一 10， 呈 一 一 2 
一 10 及 4 一 瑟 ? 一 96~ 0 。 故 函数 = 在 点 已 :及 已: 取 
香瓜 小 值 > 一 一 2 。 

忌 二 光 十 呈 十 下 《0 = 0》。 


地 了 3 


53568629 。 


邓 了 2 四 


得 基 止 点 Po(C5，27 .不 难 断 定 ， 在 该 点 有 4 一 号 ， 


瑟 一 1，C 一 5 及 4C 一 呈 一 3 一 0， 故 还 数 > 在 该 点 
歌 得 极 小 忆 并 书 一 30. 


一 2 
= 一 “3?V 1 一 扫 一 芒 Co 9， 忆 = 0 


3 


解 “考虑 函数 v 一 2 一 xy 1 一 加 一 泡 


显然 = 的 极 士 均 为 上 的 极 值 :， 且 在 点 (#*y) 坡 得 的 
极 信 未 为 零 时 ，z 也 在 点 (*，2) 歌 得 极 值 ;2 在 点 (%， 
%) 歌 得 的 级 值 为 零 时 ， 情 况 复 杂 一 些 ， 但 对 z 世 不 难 
讨论 。 

0 


, 扣 荆 六 <1， 


站 中 吉 2 z 


得 兽 上 点 PoCo,0)，P(- 生 ，- 竹 )， Pi( 一 -和 


收 产 瑟 
天 ) PR 和 一) 及 PT 高， 三) 


下 BE0D ， 定 一 


由 于 z 在 点 己 酝 近 变 叶 ， 所 隐 sf 不 是 极 值 。 


口 284 2 
5 一 2 (1 一 瑟 一休 )， 
D28 入 2 
5 2x2(1 一 在 一 让 -) 
党 =4zy (到 - 和 区) 
在 已 ,, 己 :: 卫 , 卫 .各 点 ,得 
人 4 一 一 可 52， 互 一 土 本 cb， C 一 一 避 a3?， 


__Y 厂 业 1 
.全 一 怪 3 一 人 一生)o26 一 怠 ， 


南阳 数 * 取得 正 的 极 大 人 于 是 ， 本 在 点 


五 :及 一 :取得 要 大 倩 z[.PiD) 一 za 一 本 2 而 在 点 
尸 ,及 书 , 取得 极 小 信 z(P。) 一 zCP) 一 -了 和 . 
人 X 十 站 沁 十 忆 2 十 在 2 2 
7 和 《GE 十 玉 ”十 2 07。 
解 令 x“ 一 reosgp， 2 一 mr sinp， 则 
2 和 一 rsingpy 一 Qr298 和 4DYsin 和 ye ， 
AAr 十 1 
解 方程 组 
「 .9z Dz _Gcos 外 十 中 aia 风 一 0 “1 
| Br 《1 十 rz) 井 ， ， 
[一 sine 二 好 cos 和 一 0 Kay3 


C1 十 rz) 雪 


423 


先 认 ao， 5 不 同时 为 堆 , 由 《2 考虑 到 一 0 不 是 解 
《一 0 ，0 为 性 意 信 不 满足 C 1 ? 式 ) ， 故 有 aain 如 一 
二 cos 几 。 于 是 ， 


显 克 下 ee=D 时 元 解 ! 困 出 E 1 3 有 ceoatp 十 严 sim 由 王 0 
机 由 《8 ) 得 6 一 5= 0 。 与 6,b 不 同时 为 零 之 假定 巴 
盾 ) 。 妆 cc 关 0 了 时， 
+ 一 Sec98 名 十 刘 si 在 一 二 AGE 十 5 
妆 好 
汶 保 证 一 0， 在 cospp 有 朴 siagp 前 取 与 一 加 的 符 
全 .此 大 ， 有 


日 已 
“3 


由 于 这 时 达 一 一 -2 二 村 计 
全 一 
《1 十 六 2732 
台 
2 一 一 一 全 2 一 站 
ET 十 rz 全 
大 天 一 (人 220，， 豆 当 e 一 0 时 z 一 0， 男 


数 > 在 点 [4， 之 ) 取 得 极 大 值 > = /下 5s 下 5 当 


c 一 0 时 并 一 0， 困 数 z 在 点 ( 宇 ， 忆 ) 取得 极 小 人 


= 一 一 /本 于 55 二 55。 


于 设 as=5= 0 。 由 候 定 ez 二 bz 十 oz 六 和 舌尖 0， 


-rr 一 一 一 -一 Tree 
= 呈 - 


此 时 解 方程 组 12:， 《3》 得 rr 一 9， 和 任意 上 即 x 一 0y 


， 册 入 这 时 = 一 ， 豆 显然 和 后 : 当 


一 TREET 
Ci 二 时 zz 在 点 007) 取 极 天 代 z 王 ci 当 c 一 0 时 ，>= 征 
点 《0 0)》 取 极 小 值 = 一 e。 

综合 上 述 结 果 ， 得 缚 论 : 若 c= 一 0D， 则 z 在 点 


Cs， 也 ) 取 极 大 什 Z 家 大 一 人 /02 十 百 直 523 著 c 一 0， 


- 则 = 在 点 (全 ，-) 取 裤 小 值 x 角 水 一 一 2 十 到 丰 553 


荐 c= 一 9 《由 假定 ， 这 时 ec 二 ps 关 07， 则 > 汛 极 值 。 
注 ， 些 题 也 可 丰 作 亚 量 代 换 盖 recosg3 一 raingpy 
《 极 堂 标 ) , .而 直接 在 直 衣 全 迫 %, 2 下 进行 这 论 , 即 


zz 3 汉 日 sz zz 


叶 各 之 值 。 但 此 法 计 竹 殉 繁 ， 没 有 用 极 坐 标 简单 
3651， 三 一 1 一 人 Ax2 hr33。 


租 gz : 口 之 了 了 


5 项 十 7 
点 《0 07 为 偏 导 画 数 无 意 六 的 点 . 当 【《Y,y) 天 (0s07 
时 ,， 2 1， 旋 zfK0。 023 一 为 概 大 值 . 
了 52。 了 2 一 已 zx 【日 2 一 看 世 曙 十 23。 
和 解 ” 解 方程 组 


4 了 23 


| 2 一 出 全 ex 十 3 全 2 一 在 % 罗 十 和 8 一 了 3 一 站 


| -3 一 sezrrarCaxe 一 5X 二 34 一 2X 十 237 一 0 


得 静止 点 Po(0,07 及 已 (一 工 ， 一 立 )- 


匀 
3- 一 出 加 2 十 39 8w2 一 日光 十 332 十 16X- 一 各 让 十 4 
口 >2 一 9ezetsrC8x2 一 56xy 十 392 一 425 十 43 十 全 )， 
曲 了 3 3 
口 2z 呈 基 十 号 上 了 - 也 
-一 69 《8X2 一 昌 % 罗 十 332 十 63% 一 4 一 17 


在 点 呈 。， 好 一 16， 旦 一 一 6: 必 一 6 下 .4C 一 瑟 2 一 60- 一 0， 
敲 函 数 z 取得 极 小 值 =z( 已 0) 一 0 在 点 已 , 。d 一 1d4e-， 


且 一 一 9e-?，C= 卫 e-? 及 4C~- 瑟 = 一 60e4 一 0， 故 


无 极 值 . 
53568558。z 一 ea 一 25 一 2 十 347。 
解 ” 解 方程 组 


「 az 
| ax 


衬 一 
| 汪 一 2” ?2x 一 y 一 4) 一 0 


得 静止 点 玉 工 一 全 )。 


吕 
一 26 妇 一 (1022 一 生 苹 5 二 224 一 在 十 光 十 5 ， 


一 呈 BY2 一 区 5 和 一 2X2 十 基 Y 一 13? 一 0 


扣 2 尖 


吕 2 一 
全 一 o ?Ca -一 2x 十 9)。 
。 * 
2 一 2e6， ?Ka22 一 %y 一 4x 二 1 
在 点 忆 .，.4 一 一 2es， 中 一 2es Cam 一 4 下 CC 一 下 2 一 


一 2e8 一 0， 帮 汛 极 值 . “ 
3634。 2 一 《5 十 了 TYy 一 人 57@ 一 《xf2 十 #3y 十 932 。 


解 ” 解 方程 组 


1 592 je- 《X#2 十 4 十 922 一 《5X 十 7 一 257? 


总 邯 
【天 十 yE-C2X2TW3 二 3D22 一 和 《1 工 ) 
1 避 字 La 阅 
一 ?7 十 去 二 3》 一 《5X 十 7 一 257? 


《和 十 37)E 《42 二 wy 上 3 一 D， 芝 2 ) 


《T7x7 一 (227x5， 消 去 因子 e+T2s2t+2 2 得 
3《5 和 十 和 4 一 25 六 3X- 一 和) 一 个。 
以 5x -TYy 一 25 一 0 代入 (17、(327， 星 然 囊 盾 ， 故 蔚 
有 5 十 ?yy 一 25 天 0， 从 而 > 一 43。 代入 (512 ， 得 
26X2 一 25% 一 1 一 0 - 
解 得 蔚 止 点 Po(1,3) 及 已 !( 一 赤 ， 一 范 ) ,在 点 Po 
一 2 人 有 0》 一 [2KXsS7 5 -1 
一 上 B 一 《YA2 十 34 十 9》【 避 一 《Sw 一 4 2Y 小 33 1 1 
一 [e 一 (*? 十 39x 二 9917| -it5 一 K5X 一 4)K2X 汪 3)| 1 
十 [人 一 《2 十 3 过 十 8》 | esf5 一 《5 一 43 
“2X 十 32737| -1 
一 一 27e-13 。 


从 5 


35655， 


3636 。 


学 又 


同 法 可 求 得 

媒 二 2 六 0) 一 一 836e13 一 2 一 一 531615 。 
于 是 ，C 一 互 2? 一 8ler2e -0 ， 故 函数 > 在 点 书 。 取 得 
极 大 人 导 红 瑟 3 一 e13 和 2.26-10-6。 


疗法 可 得 函数 > 在 点 已 ;取得 极 小 值 z( 甩 ?一 一 26e 让 
各 一 23.51。 
之 一 %2 十 %y 十 2 一 41a 一 1Dim yy。 
和 解 ” 解 方程 组 
az 
| dx 


【YX 站 ，4 一 人) 


问 之 1 


得 静 上 耻 点 呈 oC1,27， 在 点 已 。， 

4 一 6， 万 = 1， C 一 了 ， CC 一 2 一 26 一 0， 
故 函 数 z 在 点 已 0 了 革 得 极 小 值 zPo) = 了 一 10ln2 生 
们 。 门 日 宇 呈 


衬 一 8iaX% 十 easy 十 coafgKx 一 3 和 反 YX 雪 本 妖 妥 4 要 


到 ) 
)。 
解 ” 解 方程 组 


| 至 --:os 入 一 91 攻 一 4?》 一 作 ， 《ty>7” 


口 了 ， . 
| 再 g 一 一 iay 十 sinCx- 一 0 《和 


《12?+(K22，，cosx 一 siny。 册 于 ”xy 均 为 锐 和 ， 故 有 


3 一 号 一 %- 代入 《1》 ， 得 


esx% 一 sinf 2xX 一 王 )] 一 cos 3 
吧 

:1 

站 
= 呈 攻 一 一 克 心 扣 一 一 4 加 
旦 0 刁 


本 


但 是 cos 冯 六 0 ， 页 cos 3 一 0。 从 而 得 静止 点 Ps 


受 ). 由 于 
届 二 过 
一 一 sinw% 一 cos(X 一 名 3 
时 一 一 osy 一 cos(z 一 7， 
2 > 
总 让 "xc 一 3 
页 在 点 忆 o， 有 
攻 一 一 上 二 A/ 号 ， 奋 一 尽 卫 让 1 十 ”二 
空 全 吕 


于 是 ， 函 数 > 在 点 Po 取得 极 大 值 xCPo) 一 /本 
.3887。 2 一 aia oain yy sinfx 十 多 )》 《0 执 % 二 i 0 后 < 枉 ) 。 
解 ” 解 方程 组 


好 7 


学 2 如 


一 sin ysinf2x 十 3 一 和 0， 《 1? 


牛 
总 蔚 
口 z 


『 

| 

| 坟 
也 【1 


一 sin%sint% 二 ay 一 0， 世 引 


它 
及 《22》 可 得 下 列 四 个 方程 组 ， 


「ain xx 一 由。 sin 区 一 站， 
I: 1 : 
【siny 一 0。 [sinmf2z 二 3 一 日 . 
「 ainy 一 0m， | simnf2x 十 3? 一 0， 
1 acxsrano， sinf(x 十 2347 一 晶 。 


考虑 到 0 < 所 Yc 适 了 ，0 私 3 安 5 于 是 得 原 方程 级 (1) 
与 《2 》 的 六 今 解 

PCoO，03，P(0O，r，PoK(z，0)， 

五 民生 王 3 已 区 也 ， 椰 )， Pa ， < 世 国 
由 于 所 考虑 的 区 域 是 闭 亚 方形 0 么 YEST，0 二? 安 ， 
故 点 卫 卫 了，Ps， 卫 都 是 丕 区 域 的 边界 点 , 正 此 古 ,， 
也:，Ps， 忆 不 是 函数 2 达 极 值 的 点 〈 根 据 极 值 的 定 
义 ， 首 先 要 求 函 数 在 所 考虑 的 点 的 某 邻 域 中 有 定义 ?， 
自 于 

2 一 in yeOBC2X 寺 2 一 sim2CX 十 yy ， 

忆 册 一 于 8 三 区 DesKg 区 十 也) 。 


在 点 己 s6 有 4C 一 研一 (一 w 可 )C 一 以 可) 一 (一 2 于 ) 
> 0 且 4 一 一 \ 互 一 0， 故 函数 > 在 点 已 取得 极 大 值 


> (Po 一 主 信 本; 在 虚 忆 0 有 -4C 一 Ba 一 (本 )(w 吾 ) 


一 (> 和) = 9 县 4 一 以 本 一 0 ， 故 函数 = 在 点 卫 。 取 


得 极 小 值 zxCPs) = 一 当 到 ， 


36358 .了 一 光一 2 十 ln xs 十 yy 十 3 arc tg 世 。 


和 解 ” 解 方程 组 . 
加 2 加 _ 只 
| 问 区 一 1 十 大 干 机 2 D， 
1 
| oz -_ 多 ax% 
| 人 yw 一 一 2 十 藉 二 三 十 让 0 
得 静 正 虚 忆 ofa,1). 
2z 一 z2 十 65%y 十 2 ?2 22 一 6X3y 一 3 
3xz 《2x5 十 y25 ”832 《22 二 928 
32 一 323 一 2%4 十 332 
全 X 加 和 导 区 十 全 衬 了 2 全 


在 点 王 * 有 上 4 一 了 盏 一 一 豆 ， C= 一 号 及 4C 一 呈 一 


一 号 一 0 和 收 无 极 值 . 
SB39。，z 一 %3 lnfx2s 十 27》。 


解 ” 解 方程 组 
之 
| 蓄 -> laCx? 十 2 十 荆 攻 一 0 (2) 


640 。 
f30 


将 《1 ) 式 娣 以 喊 去 《2 ) 式 飞 以 yy， 得 


2 
十 3 
于 是 ，Y 一 0 ，y 一 0 ，Y=y，23# 一 一 y 为 四 组 解 ， 
对 应 地 得 郑 正 虑 忆 :(C0:1)?，P2C0 一 1)，PC1，0) 


《X2 一 42 一 个 。 


一 _1_ -1 工 一 1, _ 1 
Po 
1 ~-_L 一 - 工 . 
Pr 《7 芝 ， 一 了 7 瑟 ) 及 Re( 一 7 二， 
代入 原 式 ,不 难 在 出 , 男 数 > 在 点 五 ,、 呈 : 、 已 :及 
三 4 均 无 极 值 〈 邻 域内 函数 值 可 正本 负 ) ,由 于 
日 2z 2X 区 X2 十 322》 间 22 MAXK3X 十 2》 


避 光 2 《2 十 yz2933 ? 可 9 [ 


_ 1 
本 二 “ 


本 


92 一 汪 2K264 寺 3 
3 了 二 和 ) 二 下。 


在 点 Pr 及 天 ，4 一 2 ， 一 0，C 一 2 及 4C 一 一 
4>0 ,本 男 数 z 在 点 己 w 及 瑟 取得 极 小 值 2《〈 己 ,一 


在 点 所 ;及 古 。，.4 一 一 2, 呈 一 站 一 一 2 及 4C 一 局 3- 一 
4 一 0 ， 故 函数 z 在 点 尸 ; 及 古 。 取 极 大 值 z(;) 一 


一 工 _， 
2z《 忆 一 25 关 0.184。 


了 一 尼 十 和 十 和 si 区 6 当 。 


解 ” 解 方程 组 
| 9z 
| Bx 


一 I 十 和 cos%siny 一 0 三 了 


| -51+asinseosy 一 间 。 世人 了 
导 科 了 一 人 1 ?得 sirg 光一 好》 一 全 。， 页 党 -一 并 下 
《2 )+C1) 得 sinKCz 十 9 一 二 , 放 % 十 3 一 才 工 一 


王 
《一 13 怕 “ 
于 是 ， 得 静止 点 瑟 oKxoyyo)， 其 中 
一 rm+t 开 亚 
『 xs 《一 1) 1 十 《到 二 和) 误 ， 
| 《1 用 一 站 十 1， 士 2 
一 KK 一 1Je+l 下 一 人 区 
yo 一 《一 1 7 十 《到 一介。 
在 点 王 。， 有 
本 CC 一 吾 2 一 《一 4ein Xpsinyo7》 区 一 4sin X%osinyn 
一 《4coa noeos 32 
一 16Ksimn Xo ain yn 一 CO8 %XocDns 人 0 
= Sin Xosin ynr 二 cos 3ocoas go》 


一 一 16coaKxp 十 go2coekxe 一 307 


一 一 IGcoa [we 一 D" 吾 jos 在 开 


.一 一 167 一 34 cos-z， 


当 严 下 # 有 相同 的 奇 个 性 时 ， 和 二 = 为 偶数 ,4C 一 号 
< 天 0， 栈 无 极 值 ， 当 普及 下 有 不 同 的 奇 侦 性 时 ,me 十 


学 子 了 


为 奇数 ，4C 一 Bas~ 0 ， 蔽 有 极 值 ， 看 4 的 符号 锯 定 
取得 极 大 值 还 是 极 小 值 、 由 于 


格 一 一 4sin %osinyo 一 2006stXo 十 和 时 一 03〖Xo 一 3o7 
一 2 在 一 17” cos 一 《一 1 
玖 当 和 为 奇数 及 * 为 偶数 时 ，4 一 0 ， 取 得 极 大 值 ; 


当 拓 为 偶数 及 3 为 末 数 时 ，-4 一 0 ， 取 得 极 小 值 . 极 
值 为 


>(xoyyo) 一 mm 十 (下 十 W 可 人 一 1 十 2 一 17"， 


3B41。z 一 Kx2 十 ze 一 CY 二 7 


艇 ” 解 方程 组 
| 如 =axec2roCI 一 az 一 32 一 0 3 
2 一 【地 2 十 yy2) 牛 2 
1 3 一 226 长 1 一 %< 一 4 3 一介 


得 阁 正 点 己 o(C0,07? 及 忆 Cxoyyoly 其 中 对 十 9 一 工 。 
在 点 PEo 有 z 一 0， 而 当 《〈x，y) 关 《0,0) 时 zx=- 
0 ， 改 函数 = 在 点 王 。 取 得 极 小 信 > 一 0 ， 
由 1437 题 后 ， 在 满足 如 十 3238 一 工 的 点 1xe，230》 
的 售 域 内 ， 不 论 是 x: 十 3 一 工 还 是 尖 十 3 一 1， 拘 
在 
(wo 一 《X2 十 2 《二 el。 
但 是 点 Ko yo) 的 邻 域 内 总 在 Y2 十 42 一 1 的 点 (xy)， 
黄 些 ， 一 数 > 在 版 (xosyo) 取得 红 极 大 值 > 一 e-! . 
842。， 人 一 %2 十 92 十 322 二 32% 十 机 中 一 各 2 
解 dr 一 2(0X 十 TY 十 2 多 十 人) 可 罗 十 272 一 37G2。 


才子 2 


el _ 局 1 
令 - 取 一 2fX 二 1 一 0 37 


3 一 2(z 一 8? 一， 得 青 止 点 4。 {《 一 1 一 2 3])。 


在 该 点 由 于 
二 2 一 《西区 93 十 可 了 2 0 
《 当 了 如 xz 十 cysTczas 二 0 时 ) ， 
故 函 数 * 在 点 Po 取得 要 小 值 2 了 Po 一 一 14。 
6435 ，## 一 sa 十 3Y2 十 g2 十 13%4 士 22， 
解 可 ws==(3X%2 十 1297 可 X 十 但 yy 十 1923) 名 和 十 [22 十 3 二。 


Gu 
口交 


et _ 
一 12 站 


5 =2>z+> 一 0， 得 静止 虑 已 Co。，0， 一 1) 及 


五 (24 一 144* 一 13。 
可 一 GO 十 20132 十 20z3 十 24o2c 3 
在 点 Po， 有 
过 24=2G3y2 十 25fz2 十 24o5d3y 一 2qz3 十 20 3 十 IT2qx)， 
当 本 zz 一 0，d3y0 及 避 ?9 十 12048 一 0 了 有 时， 节 Be 0 
而 当 qx.qg3y 及 4 均 大 于 等 时 ，dai0. 因 此 da2s 的 
符 巡 不 定 ， 故 无 援 慎 . 


在 点 卫 ; ， 有 
144dX3 十 2y23 十 2G122 十 24cfx 可 六 
一 《12dx 十 可 ?2 十 可 92 十 2cfzs 


一 0 〔《 当 cx2z 十 过 yy2 十 过 22 拓 0 时 ) ， 


学 子 有 


口 - -mirror 


故 函 数 上 在 点 吓 : 取 得 极 小 值 区 已 一 一 6913。 


马 吕 
3644 & 一 # 十 汪 交 十 休 十 全 (xD0，oy0，z0)， 


2 2、 
解 ca 一 (1 一 旦 二] df 《 演 一 生 ) 
2z 
人 了 问 籽 aU 
全 -一 一 -一 = 一 


| 仙人 2 
| : 
网 
] 2 0 
| 2z 
(3 一直 =0， 


解 之 得 静止 点 Po 二 1 17。 


34 一 2 1 227 9 ws 
df24 一 入 dx dy 5)ay 


4 和 
一 牙 dyqz 十 (六 十 )dzs。 、 


在 版 己 o 3 奉 - 
可 ?8 一 4 2 一 和 xc 直 3092 一 43 本 2 十 6c23 
一 《29YX 一 可 73 中 可 2 十 《4 一 2942)2 十 2d22 = 


《 光 grs 十 台 o2 汪 qzs 关 0 时 )， 
可 玉 学 


可 S43 。 


故 画 装 # 在 点 忆 o 取 得 极 小 人 以 Po 一 4 

基 一 攻 几 2 妇 一 光一 2 一 82 《9 DO) ， 

肯 2KE 一 2 一 2 {《G 一 性 
一 号 一 和 2) 红 罗 寺 3X 入 22 一 2 一 人 一 42Q2 


令 -94_ =-9u 一 .au ~ 0 ， 得 方程 组 - 


人 32zsKe 一 27 一 23 一 32) 一 0 
2MYJBRRKGE 一 上 一 3 一 32)? 一 人 站， 


人 3Xy222KG 一 X 一 23 一 4237 一 癌 。 
解 之 得 静止 点 Po( 末 ， 了 ， 子 少 直 钱 x 一 0 ，23 十 3z 


一 4 平面 ?一 0 平面 z 一 0 . 

同 3625 是 的 方法 ， 不 难 确 定 ， 直 强 荆 一 0，23 
十 32 一 上 要 平 面 :一 0 上 的 点 不 取得 极 值 。y 一 0 时 , 尝 
X2EG 一 一 838z) 0 取得 弱 极 小 值 w 一 0 当 ' 光 zsKo 一 
2 一 32<0 取 得 了 极 大 人 zx 一 0 沙 %zalfG 一 % 一 3z) 
= 一 0 不 取得 极 值 ， 

在 点 王 o， 有 


cat 一 一 2 (dx 十 3dgwa 十 6dz2 十 2dx dy 二 
6dydz 寸 3dxaz) 一 一 2CCdx 直 2dy 二 sdz)z 十 dxa 十 
2c 2 二 322 一 0 【《 沽 可 xc 二 gp 十 节 z2 关 D 有 时》 ， 

了 
故 函 数 在 点 Po 取得 极 大 信 xCPo) 一 57， 


才 了 与 


六 2 了 
名 全 4 . 4 一 六 二 十 二 【一 0 中 己 一 他， 
GE=0，D-0)。 


解 de 一 (一 和 dz+(2 一 和 到) dy 


二 (过 一 2-)dz- 


部- 旷 - 部 -得 
马 翌 
[各 -和 
| sy 2 _ | 
多 32 
实 名 
擎 -等 -~。. 


解 之 得 静止 点 Po( 寺 4166055 ， 二 3/T651， 


了 91 日 了 
二 8807 


。 委 
oa 一 二 可 Xe 十 冯 dx 一 可 和 ay 十 全 ay 


2% 43 -2 2 
十 ad 二 寺 引 z2 十 2 Cz2 。 


号 他 机 总 所 和 实 / 晴 全 
二 (ax 一 芝 ao) 十 (dy 一 dz) 


十 生 dzz。 


才子 可 


站 647 


在 版 有 Ps，or 各 ，Y 人 站， 人， 吕 20== 人 《 当 梧 %2 二 
2 了 3 十 ds2 关 0 时 ) ， 故 函数 5 在 点 Po 取得 极 小 值 
让 
2( 忆 一 闻 35 
直 一 8izn 光 十 in 4 十 sin 人 一 Si 汪汪 站 十 2 
《0 < 二 基 委 和 0 扫 3 下 < 宝 2z 之 于 )。 

解 du 一 [cos zx 一 co 弛 % 十 下 十 2 人 区 

十 [Ceos 多 一 Cosf 和 十 入 二 2] 可 9 

十 Ceos 之 一 cosf 避 十 4 二 2。 


令 - 和 一 了 一 -2 0 。 拇 方程 组 


「 ceos 尖 一 eoefX 二 4 十 2 一 人 了 
ec08s, 凡 一 上 oaf 攻 十 4 十 2 一 个 ， 


[ecosz 一 cosgKx 十 3 十 z3 一 0。 
注意 到 0 <x<z，0 < sm，0 二 z<r ， 解 之 担 静 


止 点 己 o(0:0,0)， 已 ( 互 ， 瑟 ， 瑟 ) 及 已 Kmyrin)， 
在 点 己 , ， 有 


莉 2 全 一 一 3 们 基本 光一 8ity 可 和 2 一 ainzcz2 
十 aingx% 十 ?二 2)[CaK 和 二 和 十 zs 
一 一 对 % 一 外 3 一 本 22 一 《可 区 二 本 攻 十 加 2z73 一 0， 
故 函 数 “在 点 已 : 取得 极 大 值 xf Pi 一 4- 
击 于 .Po 与 已 :是 所 考 碟 区 域 0 安 % <T 0 扫 了 <， 
0 丢 z 宏 下 的 边界 点 ， 鼓 郴 数 在 点 局 。 与 尸 : 不 达 极 值 
“根据 极 值 定义 ， 首 先 要 求 函 数 在 所 考虑 的 点 的 某 邻 
域 中 有 定义 》。 但 如 果 放 宽 要 求 。 对 于 按 界 点 ， 仅 将 


友和 7 


3648 ， 


了 3 


其 郴 数 值 与 谢 于 记 考 虑 的 区 域 而 与 册 过 办 点 很 接近 的 
点 的 函数 值 相 比 较 ， 则 在 过 界 上 钱 世 可 引入 达 极 值 和 达 
台 极 值 的 概念 . 今 对 于 点 已 及 书 。 的 邻 域 中 且 属 于 于 
述 区 域 的 点 《xyyz7y ， 显 然 有 sin xzD0，siny0， 
sines= 必 。 了 到 
有 it 和 十 于 2 二 Sin 浴 C033C0gs 疼 一 Si 区 Sm 人 Si 
十 cos 和 8 了 久 CD8 写 十 3 务 记 8 人 sinz 


<3imn 兴 十 8imn 节 十 simnz-- 当 i 卫 疯 Bi 亚 和 ainzs 


喜 40。 而 当 x 一 y= 一 0 时 或 x= ?一 下 时 都 恒 有 2 一 


0 -因此 。 画 数 “在 点 已 0 及 已 :都 达到 也 要 小 值 并 忆 o) 
一 让 a2 一 0《 控 工 述 边 异 点 达 极 入 的 意 尽 ?》。 
中 一 其 [和 一 光一 全 和 一 一 攻 X 

《Xi 0 Xe 05Xrr 0 。 
解 ” 先 考虑 满足 1 一 < 一 2X1 一 …… 一 fo 一 们 ,1 站 。 
YXa0 jirs 昌 的 彝 《X1Xo。o2o)。 显然 陋 数 
# 在 这 种 点 不 达到 极 值 《因为 ， 例 如 ， 若 保持 xayxa， 
2 不 变 ， 而 将 x: 增 大 任意 小 的 值 ， 就 有 a=0， 
但 将 % 诚 小 任意 小 的 值 ， 则 有 # 一 0)， 克 于 面具 移 
考察 满足 1 一 了 了， Ri 夫 0，x 0 wo 的 点 

关 天 1 


攻 汪 1 9 芝 Er ws ny 


我 们 有 


do 一 二 妇 2 一 一 -一 -一 辣 Ra 
1 
上 一 二 


-一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 rr 一 


考虑 到 xi 一 0 及 1 Rssn， 故 有 280。 
解 方程 组 
和 户 


了 9 
1 工 一 了， RaX 


站 


得 蔚 止 点 己 of(Cx yxosyw， 其 中 


全 一 之 ER 
如 2 十 并 十 了 


一 昨 (《 开 一 1 2) 


沈 T 一 3 


1 


aau=[ ( 反 - 一 全 三 乞 ez 


下 


在 点 Po。 有 
上 本 
dx 一 一 六 | 忆 外 妇 二 ( 开 Ada ) ] 


学 记号 


5649 . 


本 媳 站 


间 


e+1 1 六 
一 一 兴 o [ 瑟 权 XE 十 


( 互 
-一 了 ( 当 了 des 0 时 ) 3 
扯 2 二 短 十 钥 
故 通 数 x 在 点 已 取得 极 大 值 xPo) 一 (2 3) 


和 一 区 十 区 2 十 芝 s 十 十 2 十 之 【Xi 站 一 1 过， 
澡 3 区 


党 一 
* 
四 近 总 区 
解 竟 y1: 一 Yiy3a 一 型 0 
则 %o 一 区 ai 至 县 


2 


长 一 %4 十 和 十 入 十 和 十 一 一 一 一。 
中 ET 


记 4=3?Y37a…2， 岗 可 得 
0 
du 王 则 了 jd 


妆 必 


一 -一 2 一 一 二 人 
| 了 心 《有 = 1 2。 ?给 于。 


和 解 之 得 蔚 止 点 已 (2 入 ee ny 其 中 


-上 
昼 1 一 多 一 空 9 十 工 一 ouw 


在 点 Pe， 有 


1 ” JU 


= TI 


过 呈 中 


2 2 
PP LA ?+ 4 de) | 。， 
二 2 doyr) 
( 当 忆 so 二 0 时 ) 3 
故 函 数 # 在 巴 , 点 取得 极 小 值 ' 世 即 在 


性 
人 一 - 空 * 二 了 


人 
处 ， 逊 数 # 取得 极 小 值 x 一 (十 1)2s4， 
5650， 喜 更 斯 问题 . 在 s 和 日 二 正 数 间 插 入 * 个 数 x,，x。， 
以 ，2%* ， 使 得 分 数 


1 
一 十 J 士 %a)s 人 3 十 五 ) 
g 约 值 是 最 大 . 
解 记 z 一 雪 一 人 +xa(1+-) 人 1 人 二 (十 )。 


基 忆 、 
上 上 一 却 。 二 并 记 


4 一 yyaee3o， 则 有 


疡 
一 一 一 -一 一 一 一 
哩 和 基 3 于 


一 (o 二 二) (1 二 30DCI 十 ae(1 十 加 


又 所 mm=a 十 二， 刚 有 


互 ie ”4 


一 站 
外交 六 区 


说- 0 得 方程 组 


日 
3 一 er 
TI 二 元 柬 林 《六 一 y2s 》 拓 )。 
解 之 得 静止 点 已 ofC3is ay3r)7， 其 中 


避 二 光一 一 了 一 ( 叱 Je 一 ya 。 


在 点 Po， 有 
二 Ga | 
可 于 < 一 
画 忆 六 一 区 (一 总 2 JE 卫 = 五 


与 闪 


外 Gil 


zu 史 Se| 4 (- 


1 字 0 一 )|。。 


过 学 全 


“ 己 [ay ( 王 吕 2 )]。。 
一 证 站 六 = 之 - 2] 
加 5 村 工 3 + ) ] 
一 0 (《 当 于 dzo 时 )， 

故 函 数 w 在 点 P。 取得 极 小 值 ， 从 而 函 数 : 在 


光一 -一 一 -二 一 一 YN 一品 9n+teYAe 一口 
1 一 可 一 六 中 0 0 0 一口 -ooy 


2 一 %Ty1 一 GYo2y 


人 


避 
避 * 


『 
] 
| 
| 
3 一 和 2 多 一 0 
| 
] 
| 
k 


一 一 一 一 一 1_ 一 1 
2 一 一 一 3251 一 3 玉 1351 一 G33 
3 各 


即 闭 G，xiyxao，<oy 吕 构成 有 从 比 yo 一 ( 辽 ) 
玫 何 级 数 时 ， 其 值 最 大 。 并 且 x 的 最 大 值 为 


一 《nn 士 13 


1 1 
一 (aa AT 十 5 。 


一 ET JJ 


求 变 量 # 和 3? 的 隐 冰 数 z 的 极 值 ， 
3651。 罗 2 十 人 2 十 z2 一 2 区 二 23 一 汪 2 一 10 一 0 。 


才学 和 


5652 。 


吃 汪 可 


解 ”微分 得 

《区 一 了 7QqX 十 《4 十 1) 避 二 (52 一 2 一 介 。 
显 见 : 当 x= 1。yY= 一 i 时 吕 z 一 ， 绕 入 原 方 释 可 钥 
得 sz= 6 政 z= 一 2 又 2 一 2 时 为 不 可 徽 的 。 为 判断 
极 笛 ， 求 二 阶 微分 ， 得 

可 和 2 十 这 92 十 《2 一 2 可 2 十 可 2 一 
区 X 一 1，43 一 一 1，v< 一 石 代 入 ，- 并 考虑 az = 0， 得 

dz 一 一 二 (dxs 十 dya<0 【 当 dx2 十 dy 二 0 时 )， 


故 当 Y= 一 奔 ，3 一 一 1 时 ， 隐 函数 取得 极 大 值 > 一 5。 
同 法 可 判断 得 ， 当 < 一 1 ，y 一 一 1 时 ，。 隐 冰 数 :> 也 取 
得 极 小 值 ， 且 其 值 为 :一 一 2 - 

不 难看 出,z 一 ?是 球 的 切面 平行 于 口 > 加 的 邮 方 ， 
因此 函数 = 不 取得 概 值 ， 
区 2 十 汪 2 十 22 一 2 一 2 十 2 十 2 十 32 一 2 一 站 ， 
解 ”微分 一 次 ， 得 

拉 光一 了 十 2 ) 可 区 十 《2 一作 十 是 芝 和 十 (2323 一半 一 光 

十 2 372 一 癌 。 

解 方程 组 


三 2X 一 十 2 一 六 


一 


] 24 一 2 十 2 一 0， 
人 交 2 十 2 十 2 一 X2 一 3 十 2X 十 23 十 22 一 2 一 上 


得 %I 一 4 一 一 《3 十 se)，P1 一 一 人 人 生 十 w7 训 7 
Xa 一 Ja 一 一 《3 一 0 2 一 2 和 一 出 。 
再 徽 分 一 次 ， 并 注意 到 az 一 0 ， 炳 得 


35853。 


2qX2 士 2C ?2 十 [22 一 X 一 十 2 dz 一 0 

在 点 (xiy2iyz1)， dz 一 (dx 二 ezz) 0， 夏 
当 # 一 ?一 一 (3 十 AAS) 时 。 取 得 概 小 值 z 一 一 《4 十 
2 “567 同 法 可 知 ， 当 一 ?一 一 (8 一 5) 时 。 取 
得 极 大 值 > 一 2 6 一 4。 

对 于 dz 的 系数 2z 一 x 一 % 十 2 一 0 时 代表 的 情况 ， 
与 上 题 娄 似 也 不 取得 家 值 . 
《32 十 2 十 2232 一 02fX2 十 32 一 22》。 
解 ”微分 一 次 ， 得 

2 十 水 2 十 之 2 十 入 攻 攻 十 di》 

一 上 2 和 避 十 4 可 3 一 2 
念 dz 一 0， 得 齐 程 

人 2 和 2 十 2 一 和 sw 0D。 


之 
解 之 ， 得 * 一 ?一 0 及 3 十 ?2 十 z2 一 全。 


丙 < 一 3 一 0 代入 原 方程 ， 解 得 z= 0 . 这 是 隐 范 
逆 的 一 个 奇 点 .把 床 式 看 作 za? 的 一 个 方程 ， 合 去 增 
报 ， 可 解 出 

名 一 一 (oa 十 % 十 32) 十 WeGa 寺 305XS 十 5， 
显然 > 有 正 负 两 支 在 《0,.0，,0)》 点 相交 。 国 此， 不 
认为 z 在 0,0，0》 点 取得 极 值 . 


以 x? 十 y2 士 z2 一 -9 代入 原 方程 ， 解 得 


| 在 
了 站 E 中 马 一 一 
溃 十 入 一 8 G  &“ 一 一 一 


3654 . 


本 吕 不 


为 考虑 极 值 ， 将 一 次 微分 式 改 写 为 
上 2Kxa 十 多 2 十 z23 一 2](xzx 十 yw 十 
C2KXZ2 十 32 十 223 二 azzqdz 一 0 。 


将 上 式 再 微分 一 次 ， 注 意 到 qz 一 0 及 %2 十 2 十 z2 一 
如 乌 ， 
9 妈 得 

Gazqf22 一 一 2 省 7 


收 当 %2 十 3 一 号 ea， = 一 了 7 计时 ， dez <s0， 画 


数 = 取得 弱 极 大 值 > 一 于 7 训 : 当 x? 十 322 一 二 Ga2， 
z 一 一 二 -7 本 时， Gdxz 六 0， 五 数 z 取 得 纶 极 小 值 = 一 
一 了 7 到 


求 下 列 函 数 的 条 件 极 值 点 ， 
2 一 X%y， 荐 xx 十 yy 一 1 。 
解 设 王 Cxy2) 一 xy 十 ACxY 二 3 一 17, 解 方程 组 


DP 四 
| 和 ?+4- 0， 
-x+ 一 站 
和 小 了 一 工 


得 * 一 y 一 一 人 一 十 *z 一 二 .由 于 当 % > 土 co 时 ,3 于 


ce， 衣 2 一 YY 一 一 co。 从 而 得 知 ， 点 < 一 二 ， y 一 二 


为 条 件 航 入 点 ， 且 z<- 了 为 极 大 值 .， 
如 将 > 一 xy 收 写 为 z 一 CI 一 4 - 测 成 为 普通 拉 
-上 值 :. 易 敌 概 大 悟 虚 汶 2 一 去 ， 上 而 % 一 一 村 一 于 


> 一 上 
一 二 。 
3655 。 = 一 全 土 ， 著 x2 十 93 一 .】e 
解 设 忆 cx 一 - 世 十 过 +ACxz 十 ya-1), 解 方程 
组 
站 PT， 
3 二- 一 人 二 24x 一 0， 
各 本 
| 
[%a 二 ya 一 工 
可 得 
一 十 以 g2 十 b 一 二 ps 
2 一 人 2 二 再 2 
一 位 吕 
了 一 


其 中 ==sgn ab 关 0， 相应 地 ,> 一 于 1 直 刀 。 
丰 


由 于 函数 > 在 半圆 周 xz +ya== 工 上 连续 日 不 为 
常数 ， 故 必 取 得 最 火 值 和 最 小 值 并 且 最 天 值 与 最 小 信 


过 各 


泵 相等 . 这 里 可 疑点 己 酚 个 . 


值 = 一 一 光 全 击 妈 必 为 最 小 值 ， 从 而 是 极 小 值 ; 当 


| 


Be 

一 7 
大 值 。 从 而 是 极 厌 值 ，“ 

5856..= 一 z+2， 着 oT 一 1。 


解 设 FCx,y)=xz 十 ?2 二 4 (过 二 -这 一 切 , 解 方 各 


组 
9 工 4 一 
呈 2 十 人 4 一 0， 
开 工 
] ay 一 2 亲 4 一 0， 
X 出 一 
[+ 洗 - 1 
可 得 


四 人 2 

4 一 一 让 二 钙 ， Y 一 五 二 8， 了 一 到 十 且 

宙 和 于 当 和 co Jeco 队 ，R- 盖 十 coy 疏 画 数 三 必 
在 有 限 钼 取得 最 小 值 . 这 里 可 缀 点 奴 一 个 . 因 毕 ， 当 


契 盏 2 他 3 吾 
溯 一 证 十 9a， 2 一 号 下 5 时 ， 末 数 z 取 得 极 小 值 


过 本 人 


注 “如果 困 二 阶 微分 判别 ， 则 易 从 
妇 22 一 交加 2 -可 YE 
《不论 gx day 之 词 有 何 约 东 和 条件， 此 式 得 成 立 ) 可 
2 太 三 
人 知 2 一 泣 下 芭 为 极 小 值 . 


3657 。z 一 -4xXa 十 28BxyCY2， 洲 xy 一 
解 设 百 5x，3)》 一 -4X2 十 2 百 xY 十 中 22 一 用 《KE2 十 尺 2 


~ 工 )。 解 方程 组 
| 3 一 sCC4 一 x+Bo= 0， CI 
-一 2CBxT(C 一 人 DO 一 0， (2) 
| xs 二 ya 一 1。 《37 


南 %2 二 232 一 1 知 字 3 不 全 为 零 ， 效 和 必须 满足 方 各 


.4 一 4 了 


一 4 一 (4 十 C4+(dC 一 呈 9 一 DCd47) 
旦 尼 一 4 


当 (.44 一 C72 十 42 一 0 时 。 所 研究 的 函数 为 常数 ， 当 
《一 C2 十 42 夫 0 时 ， 方程 《4) 有 两 个 不 等 的 实 
硝 ， 记 为 41 利 4a《4i4a7。 南 方程 组 《1 7?、 工 2 3》。 
《3 27? 可 解 出 


吕 池 字 


35658， 


党 5 了 


二 《Ai 一 忆 ) _ 二 《Ai 一 -44) 


X1 3 


+ 上 (Ma 一 C) ,一 宪 az 一 4 
A7 万 2 十 Kh12 一 全 ?2 “7 昌 3 二 (4 一 好 7 
相应 惠 ， 有 
了 Kx 一 2X 十 29xiy1 十 所 3 
一 (xl 十 如 202 二 (82 十 C317231。 
由 《12? 、《2) 可 解 得 
21 十 吾 3 一 41X1， 卫 251 十 蕊 3 一 用 31， 


学 3， 4 一 


故 得 

2 1 317 一 A1 和 十 多 YY 一生 CCYE 二 和 一 4 
同 理 可 得 

2 2KCXsy3s7 一 2CXde3i 一 放 s。 

贞 于 函数 > 在 单位 球面 上 连 红 且 不 为 常数 ， 改 蜂 
取得 最 天 值 和 最 小 值 并 且 最 大 和 值 和 最 小 值 不 相等 . 这 
星 可 疑点 促 四 个 【xis3ys [一 1.2, 3 4 而且 =(Cxl1， 
1 一 zs 一 人 1 2 Ts 一 2 和 is 一 用 于 
是 ， 当 x= 一 xira，?y 一 3231 时 ， 范 数 > 取 得 最 大 值 
2 一 4 国 而 世 是 极 砍 值 ， 当 2# 一 半 as 14，3 一 ?ya 1 时 ， 
函 雏 z 取得 最 小 值 一 4z， 因 而 也 是 航 小 值 。 


之 一 CDs2wX 十 eossyy 著 “一 > 一 二 。 
解 谱 严 (xyy) 一 coszx 十 cosz 了 十 4Cg% 一 了 一 下》 
解 方程 组 


雪 659 。 


f 9 -sin2x 二 1 一 0， 
日 世 
4 日 五 
RE DOy _ 
(> 一 ?一 也 
可 竺 
一 间 十 人 ， or 一 一 要 上 (0 上 1， 士 38) 
相 度 地 ， 当 闫 汶 偶 煞 时 ， 六 于 汪 和 有 于 
1 
AY 


由 了 于 所 给 连续 函数 > 必 在 任意 有 限 到 球 内 取得 最 
夫人 和 值 和 最 小 值 ， 面 卫 z 及 是 关于 x、2 的 周期 5 局 期 汐 
一 数 , 故 当 天 为 偶数 时 ， 阔 数 = 在 点 Cxry3?i) 取 得 最 
大 值 z= 1 二 -7 到 ,从 而 是 援 大 人 ; 当 B 为 奇数 时 , 数 


= 在 点 (ss*3ya 了 要 得 最 小 倩 z 一 1 一 :这 ， 其 而 是 极 小 值 . 


攻 一 区 一 2 十 22， 落 汪 十 9 十 z2 一 二。 
解 设 珀 (xy 坟 一 光一 324 小 2 十 凡 TY 十 2 十 22 一 1 
解 方程 组 


「 委 -= 1 十 24X 一 人 站， 
一 2 二 212 一 0 ， 
人 一 2 十 2Xz 一 


4 


可 得 
x 一 土 二 ， 久 一 于 
柏 放 地 ， 1 一 二 3。 


由 于 所 给 函数 在 六 球面 上 连续 且 不 汶 常 数 ， 故 必 
取得 最 大 值 及 最 小 值 并 且 景 大 倡 与 最 小 值 不 相等 。 这 


里 可 疑点 仅 丙 个， 于 是 ， 当 x 盖 洁 ， 3 一 一 各，z 一 
于 时 ， 函 数 = 取得 最 大 值 x 一 3 ， 因 面 也 是 极 大 值 ; 
当 x 一 一 二 ，2 一 了 于，z 一 一 子 时， 函数 w 取得 景 小 


值 :一 一 3， 因而 也 是 极 小 值 ， 
8060 ， 羡 一 Xi2t。 昔 久 十 4 十 2 一 和 《fr0 0 让 二 0， 
G=- 必 ?可 。 


解 设 四 一 la 基 一 吉 ]D 党 十 关 Ii 各 十 届 1nz。 


3 ， 过 一 土 


所 《Xe 一 z 一 六 (xx 十 2 十 z 一 @)。 


解 方程 组 

| 这-=-- 寺 -=。 
| xz 凡 
|eP_ oa 1 

j 5 和 09， 
[FE 1 
Ga 了 久 ， 
| 

[| 区 十 yy 十 二 一 工 


*》 编者 注 ， 应 加 上 杀 件 * 一 4，y 一 个 ，s 一 0。 


2 


可 得 
站 全 ?4 六 _ 衬 四 


二 招 十 4 十 在 “ 


三 簿 二 天 于 好 用 下 季 垃 轧 ? 
和 应 地 .xz 一 (下 TH 二 Res 


连续 函数 w 定义 在 平面 x 二 >y+z= 一 na 于 第 一 填报 
内 的 部 分 ， 边 界 由 三 条 直线 


“39 人 3 十 z 一 G 
[= 一 0， 区 一 D， 

站 z 十 X 一 G 

光一 0 


组 成 ， 当 点 尺 赵 于 边界 上 的 点 时 ， 显 然 有 im 一 co 
因此 ， 函 数 m 在 区 域内 取得 最 大 值 。 由 于 可 疑点 如 


GH3 _ 他 拓 
个 ， 才 当 < 一 给 十 站 二 让， 字 细 十 天 十 记 


GD 
= 一 计 站 广 时， 函数 w 取得 最 大 值 


闻 于 = 十 才 少 
2 一 - Ce -， 因 面 也 是 极 大 什 。 


661。，4 一 福 2 十 风 2 十 有 2 


十 = 一 1 fo 一 Po=-D)。 


解 设 焉 fxyy,z] 一 x2 十 yz 十 za + 和 (二 把 十 
一 1)7。 解 方程 组 
5 


学 轩 学 


区 一 土 @ 一 必 一 站 和 光一 2 一 站， 和 土 下 

冯 一 少 一 由，2 一 土 避 
相 度 地， 有 

让 土 GO 0 一 人 2 ， 届 (从 士 五 ,站 )》 一 疾 3， 臣 CD 士 疡 》 
一 上 cz， 由 于 ap-c 一 0 ， 故 连续 冰 数 2 在 点 【《 寺 9， 
,0 取得 最 天 值 sz?， 因 而 也 是 极 天 情 上 在 点 《0 ， 
0 ,二 c) 取 得 最 小 值 c"。 因 而 也 基 极 小 值 。 

在 点 (0 二 5,0) 处 ， 对 庶 的 2 一 一 包 ， 旨 


dz 忆 一 2(1 二 -入 ) ax 十 21 六 do 


如 匀 


+2(1 十 总)dzs 
一 2f1 一 刀 ) 避 X 十 3(1 一 号 )dz2。 


8 人 22 
把 x:z 当 自 变 最 ， 3 看 成 由 条 件 -十 十 下 一 1 


鼠 


确定 的 革 种 了 的 本 数 . 在 点 (0， 主 契 ， 癌 7y 有 让 2 一 可 2 ， 


5662 。 


56635。 


再 2 五 3 
而 1 一 一 0， 1 一 -一 0. 因 此 ，qs2a 的 符 导 不 定 ， 


好 
有 从而 函数 "在 点 〈《0，+p5,07 不 取得 极 值 。 
中 一 233 3 
GD07， 
解 ” 设 四 一 lna 一 lnx 十 2lny 十 3lnz， 


五 (yy2 一 由 一 于 -Cx 十 2y 十 33 一 0)。 


解 方程 组 
9 _ 1 1 
| 一 zx 一 二 0， 
1 弥 7 
GE 3 3 
| 5 2 9， 


沁 之 下 之 忆 一 下， 
类 但 3660 题 的 讨论 可 知 ， 函 数 g 当 % 一 一 2 一 二 时 取 
得 极 大 值 w = (人 和) 。 


和 一 2 了 X2 二 yz 二 zz 一 1， 和 十 4 十 2 一 0。 
解 设 瑚 (YX，ys 2z2? 一 X%Y2 十 X2 十 42 十 z2 一 1) 
十 凡 CxX 十 y 十 27， 解 方程 组 


拖 字 5 


剖 5 李 


所 / 


「 乏 -和 +2Mx+Tum 0， 《17) 
| g 己 
| DOy 《2 >》 
2 一 xy 十 312 十 Ar 一 0 ， 《33? 
wz 十 32 十 22=: 1， 《4》 
祥 十 4 十 2 一 0。 、 攻 忆 7 
《1 一 《人 32 ( 22 一人 327， 得 
《 交 一 水 IC2 一， 6》 
人 《3 一 zDC2X 一 %) 一 D。 《73》 


由 (5 7， 若 x 一 2 一 0， 代 入 (5) 得 z 一 一 2x。 再 代入 
《4 六 解 得 静止 点 Pi 7， 了 二， 一 了 7) 和 

Pe( 一 7 -7 7 人 

如 果 < 一 ? 夫 0， 册 z 一 2 由 67) ， 若 y 一 > 一 0， 
类 似 上 面 解法 可 得 静止 点 Ps( 一- 志 , : 太 : - 考 ) 


和 三 。 (， 一 -， -< 记 ) 了 答 3 二 0， 别 


< 一 你, 放 = 一 ,类似 上 面 解法 又 可 得 区 上 点 Pu(_ 


2 1 1 了 1 
AAA 本 -大 ) 条 Pa AAA/ 癌 ” AAA 丁 ， 二 小 
相应 地 ， 有 


放 局) 一 克 瑟 拉 一 二 已 5 一 一 5 


uCPa) 一 5( PP 一 以 Po) 一 于 27 全 ， 
类 但 前 面 各 题 的 讨论 可 知 ， 融 数 “在 点 已 ,， 已 。 及 Ps 
取得 极 小 值 zx = 一 1.; 在 点 忆 。， 忆 ,及 Ps 取得 极 


3 


1 
天 值 4 一 3 


35664.、t 一 sin 和 siny sinz， 车 x 十 ?十 = 一 了 
fx 0 W>0 2 0)。 


解 ” 直 xy 十 z 一 王 及 rr 0 ,yc 0yz> 0 不 难得 出 


有 -~ 半 一 互 ， 心 一 ?一 王 ， 0 一 > 一 由- 


设 了 友 一 lnax 一 Inainx 十 insioy 直 inasinz， 


忆 (YXy3s 2 一 友 十 太 Kx 十 4 十 2 一 工 )。 


解 方程 组 
[下 “ex+X 0 ， 
| 引 =。sy+x= 0 > 
1 
37 一 okgz 十 和 一 0 ，。 
| 
L % 十 ?十 z 一 本 


5665 。 


关注 意 到 点 PCx,y,z) 在 第 一 封 限 ， 即 得 静止 点 Ps 
亚 ， 王 ， 亚 ) 
6>” 6 ”5 
类 仙 3660 题 的 讨论 ， 当 版 (2%5 3527 药 十 平面 % 十 了 
二 z 一 也 在 第 一 封 限 部 分 的 边界 时 ,w~~ 0 ; 面 在 边界 内 
部 2 0D。 因此 ， 秒 装 * 在 边界 内 部 取得 最 大 值 ， 故 
在 点 Po 取得 极 大 值 wx(Po) 一 十 。 


它 吕 马 
全 一 -之 -十 之 十 三 。， 苇 <? 十 ?2 十 z2 一 1， 艺 cosG 十 


Jrco0s 月 十 zc0s7y 一 站 《0De 一 0，eoszC 十 co82 且 十 
cos2y 一 1 )。 


解 设 焉 Crx:7 as? 一 2 十 如 二 2 一 故 2 十 多 3 十 关 和 
一 1 十 AKCY%ecosC 十 %cos 癌 十 zcos3y)。 
和 解 方程 组 
f 竺 =:( 杰 -z+weoeer 0 ， 《11) 
3 = (机 -X)y+ueosp 一 o ， 《2) 
3 筷 一 2 十 一 和 ) = 十 weosy 一 0， 《37 
避 二 32 卡 z 一 《4) 
| 和 03 如 二 Weos 朋 十 zcosy 一 0 ， 《> 
co8ezC 十 cas2 甩 十 cosay 一 1] 。 { 


将 C1).(27(3) 三 式 分 别 溢 凡 x yz， 然后 相 吉 ， 
人 47? 必 5 ?两 式 ， 即 得 

X 一 半 上 故 十 三 
再 将 上 & 1 ) < 2 7 三 过 分 别 滋 及 cos weGoa 癌 、c0573 
然后 相 加 ， 并 注意 到 (5 .67 两 式 。 即 得 


站 8 尼 避 号 - 吕 尼 加 
Hp 一 一 2(229G 十 2 引证 2 ). Cs 


已 2 
本 一 证 ，Y 记 3 《7 》 


将 (8 )? 式 代入 (1)722(《s7， 得 


[Ce 一 X) x 一 22agS938 一 :2scsosyz 一 0， 


人 下 i 开 。 
-22s2Soa 二 (2 人)y 一 Sos63osY> 一 0,C9 ) 


rm 一 一 一 -一 一 一 一 


一 22sa3oa3 x 一 222 Sa7y 十 (aeY 一 和 jz 一 站 。 
ar 尼 


要 癌 ，- 席 ，- 为 方程 组 9 ?前 非 零 解 ， 必 须 有 


在 
i 和 2 让 一 必 2 久 一 Cosweos 问 一 co0aGC08 了 
一 cosGaos 月 sins 月 一 bp27 一 co0spcosy| 一 站 。 
一 cosGeoBy 一 CGO0s 问 cosy sin? 一 C2 久 

改 开 计算 可 得 


Sin2 证 ，sina2 采 ，sin22 CDS2C Cos2 
和 [一 人 (2852 十 古人 二 (上 2 人 


2 |=。 。 0 。 《10) 
由 《3 了?7 逢 x 关 0 ， 且 不 难 验证 410) 式 在 消去 后 得 到 
453 


3666+ 


学 右 四 


的 二 次 方程 有 两 个 不 等 的 实 根 一 入 : 。 

国定 4 一 1， 代入 方程 组 C9 )， 可 得 猎 关 于 5Cx， 
3322 有 一 个 自 调 度 的 一 个 解 系 ， 再 代入 方 径 (4 )， 本 
得 区 放 于 ，% 一 Ai 的 两 个 静止 点 已 ;wiiyyiyzl) 和 已 > 
《Xayygaszsy 于 (7 ) 生 对 应 的 二 已 一 克己 s 一 Ai 
同 再 可 求 得 对 应 末 4= 一 4z 的 两 个 静止 点 己 sfxs，yas， 
25? 和 妃 克 34 ydr2a3 有 有 以 厂 s3 一 抑 一 4 

卫 1 万 2 忆 s, 了 为 满足 方程 组 C 1 ?一 (5) 的 一 切 解 
所 对 应 的 点 。 类 似 前 面 答题 的 讨论 可 知 ， 遂 数 二 在 点 
司 :及 六: 取得 极 小 值 4:, 面 在 点 已 ,及 已 :取得 极 大 值 xa 。 
扫 一 (一生 十 (一作 3 二 2 一 二 2 若 .w 十 了 9 
十 Ce 二 于 2 一 5 
其中 cos2w-eos2z 有 -Teos27 一 1 
解 设 下 (x,，y。，27 一 [% 一 上 2 十 (光一 ?2 十 [Cs 一 上 ?2 十 
有 -ddX 十 吾 4 十 让 27 十 AICX2 二 2 十 z2 一 避 2?。 


解 方程 组 
| 呈 -2e 一 ooo*o 二 44 二 nx 尹 ， 《17》 
3 区- zy 一 peesB) 十 1 日 +2ky 一 0 长 吕 
3 一 2(z 一 peosy) 十 MC 二 20z 一 0， 3》 
| 关 十 3 二名 如 2 . 《4)》 
4x 十 是? 十 Ca 一 0， 《5) 
人 ecoesscr 二 coss 癌 十 cos 一 1。 芭 丰 了 


将 C17(23?《 38) 三 式 分 别 和 三 以 4. 然后 相 加 ， 
关注 意 到 (5 ? 式 ， 即 得 
一 2pCoosC 十 吾 cos 月 十 Ceos 直 十 放 2 十 吾 2 十 三 32? 一 0 
一 20C-cosc 十 昌 cos 朋 十 人 cosyD) 
-42 十 吾 2 十 全: 
再 将 (175C227(537) 三 式 分 别 臣 以 xz， 然后 相 如 ， 
着 注意 到 5 4 ) 式 和 55) 式 ， 即 得 
2K1 十 太 )》 玉 2 一 2PCxXcosC 十 yeoas 问 十 zcosypy》3，《 SS) 
又 区 (1)》.(2 )(8 ) 三 式 分 别 杰 以 cosaveosB、eosy， 
然后 相 加 ， 并 广 意 到 《6 ?) 式 ， 即 得 
2K1 十 AKCeosC 十 Heos 甩 十 2ocsP) 
一 2 一 此 -ceosC 十 吾 cos 甩 十 和 cos 入》 


2 [- _《 蒂 -deoasC 十 吾 cos 且 十 于 eosH72 
一 -十 页 二 仑 


《3 了 7? 


《92) 


由 (C827，(97) 可 得 
1 十 成 72 加 2 一 (1 十 成 JPCXeos 丰 十 tes 有 十 zeoas? 了 


=o 1 一 《cos 十 吾 cos 间 十 Ceosy 2 


十 吾 2 十 握 2 
即 
一 二 万 (deosa 十 百 cos 月 十 人 eaOs 人 yy) 
I++ 全 YI- 二 10? 
由 (CC 13， (223, 30) 可 得 
_ 2Pros 实 一 | 3 一 2pcos 右 一 4 甩 
2(1I 二 AD  ” 2C1 十 上 
z 一 2peosy 一 4 
31 十 此 ) 


学 不 了 


把 (了 ? 式 和 (100 式 代入 上 式 ， 即 可 得 PCzisyl，zi) 
和 .Pz(xzay3yasy*ss)， 其 中 已: 对 座 于 (102? 式 取 正 号 ， 而 
忆 z 对 应 于 103 式 取 仙 号 .下 面 求 民 忆 和 8 (Pa)7， 由 
《237 人 (I0? 可 得 

Weaos 人 于 EDs 癌 十 2eopsy 


=+RWI- 下 cosC 十 再 coa 肌 十 下 cnsy)。 
CT 


于 是 ， 
aCP 一 (xi 一 peosc)2 二 (3 一 peosp)s 
十 《过 一 启 Gos 72 
一 攻 X 十 了 证 一 2PC21TCosC 二 30os 有 和 
十 zicosy7 寺 D2 


一 现 2 汪 Di ap 玉 《-4eos2 十 呈 coa 有 十 志 cos?7 
2 一 2PR YI 一 杞 5 二 再 5 二 人 


。 加 型 可 得 


5667 。 


可 三 立 


约 且 > 一 民 2 十 pz 十 20 避 
. Vis0Ce5sy37 
杂 2 十 盏 ?二 人 
类 亿 以 蔚 各 题 的 讨论 可 知 ， 3 P 为 极 大 值 ， 引 《 厂 1 
为 极 小 值 。 
在 一 - 避 主 十 2 十 十 人 2 若 地 二 二 二 十 训 一 :1 


《as 自宅 一 1， 2 vey1)， 


韦 设 恶 Cxiyxarexo 一 邓 填 %3 十 十 % 寺 -EL 
工 


十 -十 十 2 一 1 )。 解 方程 组 


36 本 
[LA 


“一 二 (人民 2， G 一 120ooyt)。 


由 于 ca 一 dz 有 一 2 闷 axpg~o 《 它 不 受 约 束 条 件 的 


4 一 | 
站 一 1 
限制 》， 帮 当 %=- 二 (号 - 六 ) 时 ,函数 :取得 极 小 
了 f 一 1 了 ， ， 
蔓 
[YY 
习 [ 二 吉 ) ] -全 二 ) 
5668。 引 一 呈 二 站 十 十 入 《六 = 工 )， 洲 天 十 区 s 十 和 十 2 一 
人 《ea 人 ?3。 
解 设 珀 (xi 和 ao 一 这 十 2 十 十 2 十 和 (xy 十 
2%a 十 … 十 2 一 4。 解 方程 组 


「a 开 


| 下 一 2 二 4 一 9 一 22 2?， 


得 % 一 二 (0 一 152。 出 于 
”让 一 1 验 -， 了 
一 

7 人 0 加 


学 梧 放 


页 当 半 ,一 于 《一 1 2 ， 


cf 一 六 (和 一 1 > (2 dx > 0 【 当 三 dx 
了 0 时 》， 它 不 受 约束 条 件 的 限制 ， 玫 函数 & 取得 家 
小 值 x 一 :Si - 


这 时 应该 提出 的 是 ， 对 于 一 般 的 实数 bp， 应 限定 


名 产 - 中 ， 
35669 ,aa 一代 1 和 十 十 - 富 若 有 ixi 十 Baxa 十 …… 十 有 oa 一 
1 《einD， Bo; 一 1 2 
解 设 下 KZ xs oo 0) 一 衬 十 -2a 十 -G 二 
31 5 


罗 2 


人 问 1x1 十 启 2ra 十 十 一 1>。 


解 方程 组 
| 访 = 一 -+ 一 0 人 一 1 2，0)， 
] : 拉 
[ 忆 4 一 工 


得 xi 环节 ( 开 v 25z ) 2 。 由 于 


de 一 2 dop 0， 


1 


人 病 省 注 ， 本题 应 机 条 人 性 whir0 《= 1，23 py 
隆 G 


670。 


nn 四 
故 当 < 一 计生 ( 工 vaD) 时 ， 函 数 “ 取得 极 小 值 
开 J 了 一 1 

了 3 
2 一 (va ” 

1 过】 
扯 一 MX41X8g2wsw5 东区 十 #a 十 … 十 xz 一 《aa 人 ， 
GT 1 一 】， 2 从 ?站 1 
解 设 识 一 ]mn 打 一 了 ,eri Enxi ， 


r 一 工 


二 


了 攻 %1 和 av 一 u 一 坟 ( 开 ; 一 站 


1 一 二 


日 


1 可 
=- 王 (amx 一 区) 全 

解 方 程 组 

| 一 人 一 一 12507， 

] 。 

| Xi 一 让 

1】 

得 xi 一 Se (一 1,2,……n0). 由 于 


da 一 一 开 2dx2 一 0 《当世 dz? 关 0 时 ) 


于 1 中 


不论 gx 之 则 有 什么 的 东 条 件 恒 成 立 ， 故 数 当 
癌 - 一 0 习 一 1:2， 8) 时 取得 柜 大 值 ， 


篇 痢 注 6 本 到 应 椰 革 和 贱 呈 一 0 一 2 


地 


35671 . 


科 丰 硬 


3 __ 区 家 | ， 
即 函 数 x 当世 一 村 二 ear 下 时 取得 极 大 值 


册 十 克 2 十 交 才 区 
人 


5 一 《南下 古 下 革 秆 去 


省 工 闻 - 1 ， 求 二 次 型 4 一 aiigi2F 《9 一 节 门 的 
1 一 1 

极 值 . ， 

解 设 已 (xiyX2zs 2 一 修一 由 CXE 汪 区 十 十 区 一 

12。 解 方程 组 


[计生 一 《G11 一 有 YX1 十 qi125X2 二 和 十 Clr3nD 【上 7) 
| 
下 -oa Gas 一 Dma4aase 《2 
和 
1 本 昌 埠 怖 看 看 [了 工 
3 他 rs131 -Ge232 上 人 6 D， 《13》 


一 ] 。 蕊 中 -上 工 ] 
前 = 个 方程 要 有 非 零 解 ， 必 须 符 阵 《ai 的 特征 方程 
| .4 一 4 瑟 [= 0 有 解 ， 其 中 4 为 以 ma 为 元 素 的 实 对 称 
矩阵 。 吾 为 单位 罕 阵 。 由 线性 代数 中 关于 欧 氏 室 间 的 
理论 知 ， 此 特征 方程 必 有 = 个 实 租 ， 即 有 4 关 加 六 入 
3 泣 足 14 一 4 瑟 1= 0 .对 于 任 一 根 入 ， 代 入 方 程 
《II 一 (na)， 可 求 得 (xyyxaeyxzo) 的 一 个 解 空 间 ， 解 
峙 间 的 维 数 ， 等 于 的 重 数 ， 解 空间 中 前 单 位 元素 
即 方 稳 钮 (1 一 Ca 上 1 的 根 。 当 丸 是 单 重 很 时 , 解 空 


35672. 


间 是 一 维 的 ， 单 位 元 素 只 有 两 个 . 当 小 是 才 站 根 时 ， 
对 应 如 的 单位 元 素 就 在 无 穷 多 信 了 . 
对 于 妈 的 解 《各 19 汪 m ee 9 显然 满足 方程 组 


《2 一 58 二 17。 河 此 ， 有 >， ciroi 一 Hoi 《一 1 
j=1 - 
1?。 从 而 得 


， 伍 民 甫 
2 一 了 一 xi( 工 osio 
[ (到 工 了 喧 卫 


一 于 一 洛 : xz 

了 闪 工 了 于 严 十 
由 于 函数 在 和 纺 球 而 xi 十 xE 十 … 十 3 一 1 上 连续 ， 
页 必 取 得 最 大 值 和 最 小 值 ， 于 是 ， 对 应 于 1, 和 41. 的 
解 ， 分 别 使 函数 # 取得 最 大 值 4: 和 最 小 值 4 因而 也 
荐 的 极 大 值 和 极 小 值 ， 或 是 x 的 弱 极 大 值 和 乾 极 小 
值 ， 视 2 和 4. 的 重 数 而 定 【《 允 重 时 为 蔓 极 值 ?- 由 线 
性 代数 中 把 dsF 化 标准 型 的 方法 ， 可 证 ， 对 于 不 等 
于 4 和 刀 的 4， 二 次 型 不 取得 极 值 . 
若 # 尝 1 及 xx0，23% 关 0 :证明 不 等 式 

交 十 世 >{ 党 士 旬 让 。 
2 


证 考虑 函数 = 一 “十 在 条 件 x 十 3 一 0 〈G> 0,x7 
0 ，?3 关 0) 下 的 极 值 问题 . 设 

下 (zx， 划 一 二 Co 十 2 十 4Cx 十 2 一 6)。 
解 方 程 组 


67 


| 夭 - 生 0， 
| 
] 站 = 号 > 十 4 一 0， 
| 
[| 文士 和 一 吕 

可 得 x 一 y 一 到。 


将 点 (4， 闻 与 边界 点 (6*a)、(a,0)? 的 函数 值 进 
行 比 较 〈 注 屿 到 m 关 1) 
zC0*a) = =zCa0) 一 人 >( 全 ) 一 2(- 立 ) 《 辣 = 一 人 >， 
即 知 丽 数 > 当 x 十 y 一 时 的 最 小 值 为 ( 芋 ) .从 丽 有 


2 二 人 G@ - 
> (号 ) 
《 桨 和 十 和 一 GD ，30 时 )。 攻 工 3 
王 面 我 们 证 明 
闪 " 士 汪 " 党 凸 光 人 
2 22{ 2 ] 〈 当 >z=0,y30 时 ). 《2) 


当 汪 一 4 一 呈 时 ， 不 等 式 42 ?显然 万 立 ; 当 0，4 汪 
0 且 Yx,3y 不 同时 为 零 时 ， 令 十 YY 一 ap 风 a 一 0 。 于 
是 ， 出 不等式 (1 ) 即 得 


> (人 (和 全) 


也 此 可 知 ， 不 等 式 (2 ) 成 立 。 证 毕 。 
367g- 证 邮 和 和 尔 塞 不 等 式 


ver 


双 G 呈 


相 圳 本- 普 -二 
定 oio<s( 开 叶 ) 【( 工 和 芭 虽 
1 一 工 和 1 Eee 工 
(er 0 ，xDP 0 ，i 一 1;2o5n4 = 工 , 坟 士 证 一 1)，。 


证 ”我们 次 先 证 明天 数 
天 于 y -了 
,( 袜 os) 袜 光 六 


在 条 性 开 axi 一 4 《4 02? 下 的 最 小 值 是 ,为 此 ， 


卫 一 1 


圣 用 数学 归纳 法 . 
当 # 一 1] 时 ， 显 然 有 
-1 
[ae 和 了 一 G1X1 一 上 
设 当 m 一 位 冉 ， 命 古 为 其 ， 故 对 任意 m 个 数 al， 
Baoor36nfGi520)》， 当 了 ai 一 六 《XI 六 OreAn 党 
一 1 
日 7 有， 迟 有 


4<( 忆 小 ( 习 二 六. 


一 1 # 一 卫 
我 们 证 明 当 站 一 术 十 1 四 命题 也 志 . 设 >， Br 3 一 
二 - m 十 1 了 工 可 二 卫 
一 灾 昌 7 其 中 上 一 26 。 求 zx 的 最 小 
一 一 一 十 
值 - 令 


下 (Xeon+i》 一 MCA52ysers2a+l 
nm 二 1 
一 4 D @%i 一 .可 }。 
1 


司 本 全 


7 人 


日 五 < At 序 -1 
(1 生 - 条 ( 王 兴 ) ee 可- 
| 一 
| (一 193 rooyp3 十 17 
作 十 于 
有 动 Qi 人 ;一介 


i 
可 得 


一 下 才 王 了 ，。 入 ， 
如 这 村 二 下 了 》 一 尼 一 ft 一 1 2 二 1)。 


(这 里 引入 了 记号 由， 到 
了 


-本 一 了 
3 一 《Qi 工 ) 丰 一 一 得; 1 


从 而 有 
二 工 天 二】 
oo pe2or=uc 册 
fei m 工 
本 | 
形 一 六 


于 是 ， 解 得 满足 极 信 几 要 条 件 的 瞧 一 解 
Xp 一 - 参 ao 全 142。orvs 夫 二 1)。 
对 应 的 冰 数 午 沪 


1 二 1 二 
-一 D 读 .二 
3 一 姑 C xx TD) 一 2 于 (-oe 匡 
工 


了 权 fl 直 1 二 1 m 妇 工 _]_ 
工 _ 二 一 1 业 了 
一 2 一 辟 4 op 
对 一 卫 


1 


TD 


二 1 
一 -ef 一 4 


十 1 


-所 研究 的 区 域 忆 atxi= 4，z 关 0 Ci 一 1,2 mm 二 1) 


1 
是 m+1 维 空间 中 一 个 上 # 维 平面 在 第 一 封 限 的 部 份 , 
其 边界 由 由 + 工人 个 由 一 工 维 平 面 (之 一 部 分 ?所 组 威 ， 


下 十 1 
本 一 0 2 《GT 性 四 入 一 2, … 


ma 十 1 》。 在 这 些 边界 面 上 ， 求 


和 1 和 2 


一 “TO ji 加 
n+ 1 


一 所 哉 于 人 砂 十 于 克 ) 


了】 Ji 十 了 


的 最 小 值 变 为 求 m 个 变量 的 最 小 值 . 区 居 计 Xi 一 0y 
闷 owi=L4 的 最 小 值 为 情 ， 根 据 归 纳 法 稻 设 ， 注 意 到 


im 
要 十 1 


一 工 中 > 开 o 


并 


本 -上 
引申 ) 一 c( 工 6 )” 
4 亚 工 
>( 立 e 半 ( 头 必 这 > 袜 se 革 
1 im1 记 1 
二 比 ，# 在 边界 面 上 的 最 小 信 不 个 于 要， 内 此 可 希 ， 
长 在 区 域 上 的 最 小 值 为 外 全 量 > 和 中 一 本 ， 故 命 
题 当 一 -+ 1 时 为 真 。 于 二 ， 由 归纳 法 可 向 


( 王 半 六 屏 学 六 >4， 


泗 闻 ax 一 人 XIBF0O 0 一 1 2:0) 时 . 《1? 


上 


地 


674。 


学 7 


下 面 我 们 证 明和 和 尔 赛 不 等 式 


史 Qi <( 工 dj J 工 2 《GO0， 和 3 的 《2》 

ie me 卫 1 亚 】 

成 立 . 事实 上 ， 著 症 az 一 0， 则 (2 ) 式 显然 成 立 ; 
本 


大 开 om 0， 令 开 ase,= 4， 则 4 0 . 于是， 根 


据 不 等 式 ( 1 ) 知 ( 3 和 于 迪 )”z4= 盖 ors 


故 不 等 式 C 2 ?3 成立. 证 毕 . 

注 . 和 和 尔 赛 (Hilder) 不 等 式 是 一 个 便 要 而 常用 的 不 等 
式 ， 而 县 还 本 推广 到 一 般 的 形式 ， 证 明 方 法 也 很 客 。 
傅 志 ， 可 参看 避 . 瑟 ,Hardy，J.E.Littlewood， 人 ,Polys 
合 著 的 名 落 “Jnequalities”fKSecond 也 dition ，19527， 
(Phapter 站 ，2.7 一 2.8. 

对 于 了 阶 行列 式 4 一 1er | 证 明了 哈达 马 不 等 式 


<TT( 习 史 )， 

证 ”证 法 一 

为 区 别 超 见 ， 以 下 用 4 者 矩阵 《cj7， 4 | 表 行 殉 式 

| ar ， 考虑 函数 4=-， 好 | 一 195 | 在 条 件 习 G8 一 号 | 《 一 

1,2w1) 丰 的 极 值 问题 .其 中 心 ， -0CGiE 1 2。… 77 
由 于 上 述 半 个 条 件 限制 下 的 汪 2 元 点 集 是 有 界 闭 

集 ， 故 连续 函数 + 必 在 其 上 歌 得 最 大 值 和 最小 值 .。 下 

面 我 们 求 函 数 x 满 赴 条 性 补 秆 的 必要 条 件 。 设 


F- 一 王 4( 开 oag8 一 Se )。 
由 于 画 数 “ 是 纸 项 式 . 当 按 第 守 行 懂 开 时 ， 有 
全 一 | 4= 球 ord 
其 中 4# 是 ar 的 代数 余 于 式 . 解 方程 组 


可 辣 


67 一 -好 一 4;05 一 心 《rs 一 1 号 wo 好》 


得 oj 一 -各 当时， 有 


;如 
二 和 = 工 -二 2 字 王 有 -南开 4 GH 旭 ， 
二 


故 当 画 数 # 酒 中 级 信 的 必要 条 件 时 ， 行列 式 不 局 的 两 
行 所 对 应 的 向 量 必 直 变 . 若 以 4' 表 示 本 的 转 轩 惩 阵 ， 
则 南 行列 式 的 丧 法 得 


心 
oa Se 二 订 s， 
站 日 
因此 ， 函 数 = 满 吓 极 值 的 必要 条 忻 时 ， 必 有 


站 


“=VYTIs: 


击 于 显 执 函数 在 条 和 件 开 cg 一 S， 人 一 1 2 下 


不 鳞 为 常数 ， 故 和 
拖 子 可 


过 7 尝 


“eVYTTs 四 -YYTTs, 
风 而 
4 <TTs， 


当 忆 oz~ 罗 : 《一 1，2，**> 关 ?四 攻 1 
下 面 我们 证 明 
1 .412<TT(a3)。 (2 
Tz 1 T 了 
车 至 少 有 一 个 ， 使 > 一 0， 则 or 有 007 一 1，2， 


“… .从 而 | 41 一 0 .于 是 不 等 式 (2 ?显然 成 立 。 
车 对 一 切 区 二 12 有 3 都 有 >》 ,aag8 关 0 .他 
i 盖 1 


S, 一 开 o 则 3 一 0 《Ci 一 1,2,…22 .于 是 :根据 不 
等 式 人 4 1 ? 即 得 
4PsTTs- TT( 荆 o)， 


1 产 ! 
放 不 等 式 (2 ) 成 立 。 证 毕 . 
证 法 二 
如 将 原 题 归 一 化 ， 则 也 可 获 证 . 设 
0 一 一 一 下 《5 一 1 2 


己 呈 
册 有 


y 08 一 1 (一 1y23ooy 好 )。- 


从 而 原 命题 就 可 转化 为 证 明 不 等 式 
141< 1 ， 
其 中 Sa8 一 10 一 1:2ooy82， 4 一 《ay)| 本 1 一 | 站 有 | 。 


设 下 =14i+ 习 为 (于 of -1). 解 方 程 组 
避 声 


DG 
其 牛 .45 为 ai 的 代数 余子 式 5 一 1 2 ， 于 上 
式 两 端 习 久 ao， 并 对 7 一 1:2,…57 求 和 ， 即 得 

| 1 十 24 一 有 人 一 12oowy 惠 ?》。 
从 而 有 


册 = 一 HI (一 1，24eoroy 人 7 


一 -ii 2 一 四 量 


也 由 
-4 一 G| 人 | 《了 一 2 
压 得 
| -aa 1 Gil 好 | 
-dd Ga1| 本 | Gon| 好 || 
上 式 左 端的 行列 式 罩 人 敌 | 4 1 的 附属 行列 式 , 记 为 | 4* | 。 
直线 任 代数 知识 可 知 , 当 | 41=0 时 ,1 44 一 0 . 当 |-4| 
1 1 本 DeD | 
| 一 14P， 帮 有 


00…1.4 | 


旦 


关 0 时 ，| 卫 |.4*| 一 


7 


5675. 


] 44] 一 1 |. 于是， 
1 一 
由 于 1 4 | 的 概 值 必须 满足 上 式 ， 故 不 难 推 知 | 如 1。 一 


1，14luo= 一 1。 从 而 得 知 ， 当 > ie 一 1G 一 1， 
， “ 了 = 工 


2,…:1H) 时 ， 恒 有 

1.41? 生 1 或 14TS 1 。 
求 下 列 函 数 在 指定 域内 的 上 确 办 (sup) 和 下 确 界 (inf)， 
必 一 区 一 2 一 43， 鞭 0 雪 YXS1，0< 委 ?二 1， 曲 芯 Y 十 
3 二 1 。 
解 叔 卫 表 区 域 0 委 X 二 1 ，0 扫 ?二 1，0 所 十 4 二 
1 ， 它 是 一 个 有 界 闭 区 域 〈 为 一 闭 三 角形 ) ， 故 连续 
函数 = 在 其 上 必 有 最 大 值 和 最 小 值 . 由 于 = 是 x,y 的 
线性 函数 ， 帮 不 存在 静止 点 ， 耳 此 ， 最 大 值 与 最 小 值 
都 在 呈 的 边界 于 达到 呈 的 边界 为 三 条 直线 医 :，?% = 
四 0 搜 1)，X 一 00 二 17， 克 十 有 一 1 执 
尖 1) 在 其 上 2 分别 蛮 成 一 元 获 数 ，z 一 x< 一 3《0 拓 
区 有 1 3，Z 一 一 23 一 30 和 17，z 一 3 一 570 挟 
2x< 1 ). 由 于 这 些 函 数 都 是 一 元 线性 函数 ， 故 也 无 静 
止 虚 ， 其 量 天 值 导 最 小 值 必 在 此 三 线段 的 问 点 《 即 点 
《0:0?》， 谍 5107， 点 (0,12》 达 到。 由 此 可 知 ，z 在 也 
上 的 最 大 值 导 景 小 值 必 在 此 三 战 (0:02:51，02，《01) 
中 达到 - 
由 于 ， 
2SKDz02? 一 一 3，2zK1，0) 一 一 2 ，2K017 一 一 5 


suPp 2 一 一 2。int 和 一 一 5。 
367 日 。 志 一 和 2 十 和 2 一 12 交 十 1637， 洲 区 2 十 2<S35。 
解 ” 江 虑 画 数 zz 在 区 域 #2? 十 22 一 25 内 的 静止 点 


六 站 = 
上 避 x 


一 2x 一 2 一 0， 


| 一 一 2y 十 16 一 DO。 


在 区 域内 无 解 ， 故 连续 函数 > 的 最 大 值 与 最 小 值 必 在 
边界 %s 十 和 yz 一 25 上 上 达到。 

考虑 函数 > 在 边界 *z 十 ?2 一 25 上 的 条 件 授 得 . 设 
Fw 一 2 一 AH 十 yz 一 25)。 解 方 程 组 


ep 一 
| -有一 2 12 一 24X 一 个 ， 


口 甩 
一 23 十 16 一 243 一 0 ， 


r 一 一 = 一 -人 


%* 十 和 一 25 
可 得 静 正 点 PS ， 一 生 ) 及 呈 s(5 一 3 4 四 于 
2 一 4 一 一 了 了 5。 一 3 4 一 125， 
页 得 
sub 之 一 125。， inf 2 一 一 了 5。 
35677 。2 一 %3 一 %2y 十 3 了 8。 车 1x1 十 yi 且 1。 
解 ” 求 函 数 z 在 区 域 |x1 二 | >y 1 一 1 内 的 静止 点 : 
| 入- 0 ， 


丰 
| 3 一 2 一 % 一 总 ， 


解 得 静止 点 Pokt0:,07。 相 应 地 ，z(CPoD 一 6。 
了 学 77 


5678 . 


可 7 


再 在 边界 : 2 六 0，2 z9 ，x 十 y= 一 1 上 求 静 止 
点 。 设 五 :一 人 2 一 光 和 十 和 2 一 允 区 十 和 一 
解 方程 组 


9 天。 1 
司 一 2 一 多 4 一 0， 
9 _ _ 

] 了 一 324 一 上 一 4 一 0， 
【< 十 3 一 


得 静止 点 忆 :( 坊 ， 冯 ). 相应 地 ，z(PD 一 十。 


癌 潜 可 在 另外 三 条 边界 线 。 xz 0 。Jy 近 0，x 一 
尿 一 直上 施 袜 和 ， 和 和 0， 革 一 一 一 上 3 二 区， 
2< 关 0。x 十 y 一 一 LI 上 分 别 求 得 静止 点 Ps( 二 ,一 二 )， 
PP 一 二 ,二 ) 及 已 (一 十 ， 一 证)。 相应 地 ，z ( 疡 z) 一 


2 = 辽 ， z《 忆 4) 一 二 


最 后 ， 在 上 述 四 条 迪 界 艇 前端 版 尸 sfC1, 030， 
17?， 五 区 一 1.0) 及 Pafo0, 一 1) 上 求 得 函数 值 ， 

2 一 2 一 2 一 区 ?一 1 
比较 zfPD GE 一 0,1:2387。， 子 得 

smp xz 一 1，infz 一 站 

趟 一 %2 十 2 十 3232。 著 和 2 十 32 十 zz2<100。 
解 容易 求 得 冰 数 zx 在 区 域 sa 二 ya 十 zs-=100 内 的 青 
正 点 为 己 of0,0,07， 而 在 边界 32 十 加 "十 z22 一 100 上 的 
静止 点 为 已 :(10,0,07， 石 民 一 10:0,07，(C0,10,07， 


忆 Pi0， 一 10:0)， 忆 sfC00y10? 及 瑟 sogo*0， 一 107- 相应 
地 ,让 瑟 0 一 人 过 忆 一 2 瑟 7 一 100， 琵 五) 一 了 
一 200， 访 6 一 以 五 7 一 300, 于 是 ， 
sup au 一 300， 让 让 一 癌 。 
3679，14 一 Xx 十 ?了 十 z， 和 车 x2 十 yzss1。 
艇 ”所 讨论 的 立体 区 域 出 曲面 %2 十 3 一 《0<s2<S1) 
和 平面 > 夺 ，%* 十 ?2s 工 所 转 成 ， 末 个 曲面 的 变 颖 
为 %2 十 y2 一 2 一 1】。 
显 见 在 立体 区 城内 部 无 静止 点 .在 近 界 而 z= 1， 
2 十 3s1 的 内 部 ,ax yy) 一 5 十 3 十 1 也 无 静 下 上 。 
在 这 界面 x2 十 32 一 z2《D 近 zs ， 有 
3 一 十 水 十 交 2 十 罗 2 《YY2 十 2<s 了 >》。 
解 方程 组 


问世 
| 和 =1+2y=~ 妖 


得 苦 止 点 已 [一 于 ,一 去 ， 寺 ). 相 应 地 ,wa(P) 一 一 工 


呈 验 
在 边界 钱 xz 十 ?2 一 2= 1 上， 设 
王 (% yy) 一 芭 十 3 十 1 工 十 Mr 十 y2 一 TI， 
解 方程 组 


邦 7 儿 


53680.。 


48T 


1 1 1 1 
得 静止 点 Po( -二 了 村 1 ) 及 (一 -7， 二 ， 
1 3. 硼 应 地，xKDPaD) 一 1 十 /三民 Ps 一 1 一 了。 于 
是 ， 


suP 8 一 1 十 3 infti 一 一 去- 
求 函 烤 


如 一 《二 十 ze 《zz 间 28 十 当 z》 

在 域 x* 一 0 ，y 0，z 一 0 内 的 下 确 界 (inf> 与 王 确 
界 Csup>。 
解 ” 函 数 2 在 区 域 x 盖 0，y0，zm0 上 是 连续 通 
数 ， 久 此 ， 把 区 域 护 天 包括 边界 时 ,上 .下 确 界 不 恋 ， 
下 面 就 扩大 后 的 区 域 加 以 讨论 . 

显 抢 当 0 ，Yyzm ，2z50 时 10D， 且 2 站 0， 
OO 日 ) 一 各 ， 旅 infa 一 六。 

在 区 域内 部 ， 由 于 


如 一 0 十 3 [1 一 [人 十 和 十 汉 7] 

扣 蕊 

归于 -一 一 《去 十 证 二 3》 [1 一 红 区 十 十 2 
Gy 

得 一 芭 一 (0* 十 3h 卡 Sr [1 一 34 十 汪 十 7， 


已 3 
面 e 223 关 0， 故 函数 2 在 域内 无 静止 点。 
又 固 
下 一 攻 基 直入 十 二 3e 一 fr 十 2 如 Srzy -一 { 训 中 了 十 二 》 好 一 攻 罗 十 人 二 二 和 
+ 好 一 人 十 25 <( 十 当 十 补 )E 一 避 十 相 二 之 一 一 癌 [十 了 十 2 
十 ceo， 


5681。 


故 函 数 的 最 大 利 必 在 厢 限 前 边界 上 达到 ,考虑 界面 : 

汉 一 自持 引 攻 072 一 《yy 二 2 GT 0 
>。 

3 一 DIEoDy2 一 (人 十 2 43 Pr 人 20。 

2 一 站 3UCXoys027 一 [十 32ET 120 YY20，320。 
同样 可 证 明 ， 这 些 界面 上 无 静止 点 。 

最 后 考虑 边界 线 :，x% 一 0 ，?y 一 和，25a0， 

中 0 0 芝 )》 一 局 日 “37 
可 解 得 静止 点 Pi{o,0, 式 ), 相 应 地 ，u (Pi) 一 二 se-1。 
局 法 在 边界 绕 ，*= 0 ，:= = 0 ，3z0 上 可 解 得 静止 
点 Pa(0 ,二 ， 0 和 关 在 边界 线 光一 人 六 ，z 一 站 ， 局 蜂 
上 可 解 得 静止 点 PK(1,0,0?. 相 应 地 ，xM(PE2) 一 二 e-1， 
的 忆 3 一 e 1 至 手边 界线 的 一 问 为 原点 ， 另 一 端 伟 向 
无 穷 远 ， 均 已 讨论 过 .于 是 ， 
Sm 和 一 和 1 

证 明 : 范 散 * 一 人 1 十 eeosx 一 ?6" 有 无 穷 当 个 极 大 值 
年 无 一 极 小 信 ， 
证 解 方程 组 

厂 所 > 

| ax 

] 写 

| 器 -eeosx 一 1 一 = 人 


一 一 人 1 十 人 Sin 一 0 四 


得 盖 pr，7 一 (一 1 一 1 (RD 土 1， 土 2。 ee) 。 
由 于 


3682 . 


才 吾 人 


2 
一 一 (1 十 eeosx， ~ 一 ersimn %y 
日 半 之 


可 2 一 (cosX 一 2 一 了 9 


故 讲 虚 K2rmrzs037 《im 一 0， 土 1，…?，J 人 4 一 一 2， 卫 一 0， 
一 一 1 及 4C 一 下 ?一 2 一 D， 毕 时 本 数 = 取得 被 天 值 ! 
而 在 虑 《K2rpg 十 1)z, 一 2 《一 0 ， 土 1 ，4 一 1 十 
e2， 妊 一 0，C= 一 86 2 及 4C 一 五 ?一 一 6 一 e- 一 

0 ， 此 时 函数 > 无 稻 值 。 
耳 数 F 交 2y2 在 点 邮 o(xoy3o7 有 极 小 值 的 充分 条 性 是 
稍为 此 耳 数 在 沿 着 过 时。 点 的 每 一 条 直线 上 有 棚 小 值 
最 ? - 
和 解 ”研究 函数 
上 3 一 【2 一 2 一 2 

从 于 每 一 条 通过 床上 扎 的 直线 :3 一 RxC 一 oo 一 YY 一 十 co) 
列 有 
下 [Xe 开 YY 二 性 汪 一 - 玉 2 和 3)KC2 和 一 并 2 汪 ) 

一 X2KT 一 玉生 ?2 一 总 2 人 


当 0 一 1zj] 一 声 时 ，FCxspx)=- 0 。 但 是 FC0,0) 一 0， 
因此 ， 函 数 Fxyy? 在 直线 y 一 Kx 上 在 原点 取得 极 小 值 
零 . 

对 于 通过 原点 的 另 一 条 将 缓 :x 一 0 有 Fo 一 y4， 
故 在 原点 也 取得 极 小 值 堆 . 

因此 ， 函 数 fxz,y》 在 一 切 通过 原点 的 直线 上 均 
和 有 棚 小 值 。 但 是 ， 

Fasdl5a) 一 一 0.25as-=-0 Ka 一 0O) ， 


5685， 


5684， 


因此 ， 函 数 /As,y2 在 〈0,0》 点 不 取得 极 小 值 - 

此 例 说 明 ， 尽 管 f(x,y)》 在 沿 著 过 点 M。 的 每 一 
条 直线 上 在 M。 沟 有 极 小 值 ， 但 却 不 能 保证 FCxy) 
作为 二 元 函数 在 点 朵 。 一 定 有 极 小 信 ， 
分 解 已 知 正 数 6 为 # 个 正 的 因数 ， 使 得 它们 的 倒数 区 
和 为 最 小 ， 
解 ” 按 题 设 , 我 们 应 求 责 数 w= 邢 x 在 条 件 。 一 了 Tx 


1 亚 下 


或 lnc= 了 ln (ae 一 0 ii 0 下 的 极 值 , 设 焉 (xy 


xs 一 4 二 开 inxi 一 lna), 解 方程 组 


囊 1 二 和 -0 012 和， 
。 下 


i1 
可 得 zi 一 到 Ci 一 12，n)》 。 从 而 解 得 
2 一 %0 一 小 一 %0 一 as， 多 0 一 5 
当 点 局 Cxiyxas…3sxr) 笨 向 于 边界 时 ， 至 少 有 一 
个 xn0， 即 世 -十 co 而 > 区， 过 > 十 ce。 
因此 ， 函 数 4 必 在 区 域内 部 取得 最 小 值 ， 于 是 将 正 


数 e 分 为 # 个 相等 的 正 的 因数 中 时 ， 其 倒数 和 ma 
蚊 小 ， 
分 解 已 知 正 数 a 为 2 个 相 加 数 ， 使 得 它们 的 平方 和 办 
报 小 。 

3 


5685 - 


吕 学 


解 考虑 函数 :一 于 好 在 条 人 忻 o= 开 xi (ao 一 9) 下 的 


极 值 。 设 严 (zixsosxo 一 sa 十 灼 郧 < 一 拉 )。 解 广 
程 组 


一 22; 十 员 一 人 《一 1 .2343， 


、 3 
得 呈 4 一 xx 一 一 20 一 上 耻 . 《9 8 vvocn 一 了 全 
一 % 一 人 


当 # 仿 相 加 数 中 有 若干 个 相 加 数 ~> 土 cc 时， 平方 
和 ~> 十 co， 酒 此 ,函数 x 必 在 有 限 区 域内 取得 最 小 值 ， 
于 是 ， 将 正 数 。 分 解 为 个 相等 的 相 加 数 二 时， 其 平 
方 和 -2 最 小 。 
分 解 已 知 正 数 e 为 = 个 正 的 困 数 ， 使 得 它们 的 已 知 正 
滋 季 的 和 为 最 小 . 
解 ” 游 虑 函数 4 = 下 xm (oo0) 在 条 忻 lac 二 


1 


下 mx (Cao wo0)》 下 的 极 值 ， 设 到 = 2 一 


4 《5 邢 im wi 一 laa)， 肖 方程 组 


一 荆 


一 下 ， 
本 “一 二 一 OO 《TiT 一 1y2yoc9 天 3， 区 工 ) 


lnx,; 一 lna， 攻 27 


工 
由 (17》 得 xi 一 (全 )" ,代入 《2) ， 得 


= ne n 1 
lne 直 -一 工 一 ]a4 一 一 
乞 全 下 位 


令 B 一 于- 二 ， 则 有 


工 严 芋 工 
1 玫 sz- 凶 TTe<_=) ， 


这 1 5 | 


工 
这 
了 
(asTTessy i1 
9 一 一 二: : 《一 1 20)》 
《ai 
工 
z 玫 了 ， 工 开 了 于 本 
“= 志 -有 =-( 呈 二 JoTTez 


显然 ， 函 数 a 在 区 域内 部 达到 最 小 值 ， 于 古 ， 毛 
求 得 的 即 为 最 小 值 . 
5686。 已 知 在 平面 上 的 个 质 虚 已 Xi 91》， 交 2%as3y2)y 
CAao3p0 其 质量 和 分别 洛 赂 1， 殉 av。 
PCxy 32) 点 在 笃 样 的 位 置 ， 这 一 体系 对 于 此 点 的 
转动 怪 量 为 最 小 。 
解 设 Fxo3) 一 mTCYX 一 %i02 十 (3 一 23。 解 方 


FE】 


地 看 


| 纺 =- 2 mx 一 xD 一 0， 


一 
| 译 9 一 23》 PRIC 一 少 六 一 


和】 


得 
ze 让 三 mx 0 一 下 开 may 


7 
其 中 8 =- 己 m. 
妆 X<-~co 或 3-eoc 时 ， 显 航 了 -> 十 co . 因素， 点 
忆 (xoyywo) 团 沪 所 求 . 
5687。 已 知 容 积 汶 上 的 开 顶 长 方 治 盆 ， 当 其 尺寸 怎样 时 ， 有 
最 小 的 表面 积 * 
解 ” 设 浴盆 长 、 宽 、 高 分 别 为 *、y、P， 册 考虑 困 数 
本 一 28xX 十 yy 下 十 Y%9 在 桂 性 矿 一 X9R 【= 站 30 


A 0 ?下 的 极 值 . 

设 下 (xy 有一 全 一季 23 一 了 7. 解 方程 组 
| -2 天 多 中 2 太一 有 wy 下 一 0， 《13? 
| 3 FF 一 % 十 缚 一 4x8 一 0， (2) 
] 习 
熙 一 (xy 一 xy 一 0， (31) 
【4 久别 站 一 天 


《17?，(237，(3) 可 改写 为 
AB6 


人 


3688.。 


故 有 
2Xo 一 3o 一 280 一 必 2 亚 ， fo 一 二 2 天 = 4 到 
其 实际 问题 的 常 识 可 以 断定 ,六 党 在 某 一 处 达到 最 小 - 
因此 ， 当 长 帘 均 为 %f az ， 高 为 二 时 ， 浴 多 的 表面 
积 最 小 ， 且 最 小 表面 积 为 3 一 83。 
从 数学 上 来 败 虑 ,应 讨论 *。y* 墟 于 过 界 的 情况 
当 x,y， 乒 中 有 任 一 个 越 于 零 ， 例 如 ，#-~ 十 0 ， 则 由 
太一 %3y 正 即 可 断定 %Yy- 上 ec。 但 是 ，5 一 X%y， 故 SS 
+ce。 当 x，3 庆 中 有 尾 一 个 趋 于 十 co 时 , 一 定 引 起 至 
少 有 有 另 一 个 趋 于 零 . 重复 上 面 的 讨论 可 知 S-> 十 co。 
因此 ， 连 续 函 数 S 必 在 区 域内 部 取得 最 小 值 . 
横断 面 为 半 困 形 的 圆 福 形 的 张口 次 盆 ， 其 表面 积 等 于 
S$， 当 其 尺寸 怎样 时 。 此 盆 有 最 大 的 容积 。 
解 ” 设 图 柱 半 径 为 *， 高 为 ji 则 考虑 函数 六 一 去 mr 二 
在 条 件 S 一 rrz+ri)gr~ 0 ，p 0 ) 下 的 极 值 ,为 
简单 起 兄 ,忽略 系数 款 =. 设 玉 一 7 一 fr 二 中 一 之 )。 


解 方程 组 
[全 -2r8 一 Mer+BDm。 ， 
1 -3 一 一 和 一 0， 
ra 十 r 坟 一 写 - 


5689 . 


学 


得 一 一 一 -一 一 
ro 一 站 3 io 一 2VY 坟 ， 


日 


从 面 有 Ps 一 二 mr3ko 一 站 
由 实际 情况 知 ， 天 一 定 达 到 最 大 体积 、 因 此 ， 当 
一 2ro 一 2 了 /号 也 一 /> 
和 一 2re 一 2W -人 时， 体积 Po=V 六 2 最大。 


从 数学 角度 看 ， 由 r* 士 哺 = 六 知 z 和 中 恒 有 界 ， 


当 r 十 0 或 如 = 十 0 时 必 有 了 一 0. 当 上 > 十 co 时 ， 

由 "有 界 可 推出 ~ 十 0 . 因而 上 一 0 【显然 不 可 能 
r-~ 十 co) 。 于 是 ， 体 积 有 了 必 在 区 域内 部 达到 最 大 值 . 
在 球 画 x: 十 2? 十 z2 一 1 上 求 出 一 点 ， 这 点 到 搓 个 已 知 
点 吗 芍 2617217219 人 一] 2，…*f 距 亢 的 平方 和 为 最 小 . 


解 ” 考虑 函数 # =- 飞 CCce-eo 十 《9 -- yiD22 十 52-- 


2223 在 条 件 本 十 za 一 1 下 的 极 入 。 设 下 Cxyy， 
2 一 如 一 YX2 十 2 十 2 一 ]) 。 


交 方 程 组 

| 3 素 

| 部 -2[ 瑟 -oo- ij- 芽 o-Dx 瑟 

一 0， 《KE)》 
9 开 四 

13 一 3 2| ca 4 34 一 叶 y]-。， 长 2 
3 -站 [一 Dz 一 开 = ]=。， (Ca ) 

ma 

%z 十 yy 十 zz 一 1 - 长 和) 


由 (1 (2 全 . 
区 一 xi 2 一 5 六 二 ;于 =， 
5 已 放 色 1 
代 六 《4)》， 得 
《中 一 472 一 (< +( 王 吕 ) +( 袜 7 一 以 
(一 0). 于 是 ， 得 


了 
xz 让 号 xi， ?= 方 琶 2 忆 = 一方 233 


肥 
m 一 一下 于 zx2w= 下 1 2 一 一 二 于 zi。 
一] T 一 【 FE 一 di 
从 而 ， 
扯 KJy1， 一 站 CCxr 一 xD 二 (1 一 2 十 
?mm 二 
《zz/ 一 2)2 人 


于 失 ( 12 十 2 十 zf33 一 2 二 = 一 2 1 交 y 


1 


一 22/ 工 二 十 工 《xE 十 汪 十 ze 
-一 商 [( 于 2 +( 工 2 (2 六 


十 了 〔xP 十 3 十 zy》 


1 一 了 
一 # 一 2 十 3 (xP 十 yyP 十 z2>。 
1 一 于 
辐 尘 苛求 得 
人 兴旺 ， 人 下 ， 人 由 -pa 二 一 《xx2 十 9? 十 2 


[| 
站 


学 有 号 


5690 。 


9 


册 于 诺 数 + 在 诸 球 面 “yz 一 1 上 连续 ， 
故 必 取得 最 大 值 受 最 小 值 ， 于 是 , 当 一 X7， 3 一 了 1 
z 一 z/ 时 ,2 最 小 《同时 也 证 明了 当 x 一 2 ，y 一 30， 
2 一 2 时 ，z 最 太 ). 
出 直 区 桂 攻 以 直 圆锥 作 顶 构 成 一 个 体 . 当 已 知 体 的 全 
表面 积 等 于 已 时 ， 求 它 的 尺寸 大 小 , 使得 体 的 体积 为 
最 大 。 
解 ” 谨 圆 柱 部 分 的 底 洲 径 为 玉 ， 高 为 产 :， 贺 维 部 分 的 
母线 与 底面 的 夹 划 为 吃 ， 则 有 Ra 寸 2 二 -人 


CTS 


一 马 〈 常 数 ) 〈 瓦 一 0 ，8 一 0，0<a 一 池 ). 考 虑 亩 
数 共 (ay 玉 》 一 天 Rs 二-zRsig ax 在 上 述 条 件 下 的 
极 值 . 设 

PFCayj 及) 一 3 尺 2 二 及 stgC 一 休 玉 2 十 2 有 十- 下 


立 口 3 好 


总 

六 小 
解 方 程 组 

肪 | 
[ 直 - 和 3。 co 
| 3 =sR: 一 2R4= 0， Ka2) 
] 9F 2 有 、， 
与 闷 一 6RP 二 3 已 248C 一 人 2 及 十 86 十 二 以 一 0 3 1 
| RazT+aRh+- 匡 ”一 ， 《4 >》 
心 如 中 至 


由 K2) 得 1 一 号 RR. 代入 《1)》: 待 sina 一 3 出 


于 各 委 空 一 本 ， 餐 贞 ina 一色 得 cosz 一 必 证 名 安 一 


-二 . 代入 (3>? ， 得 
在 __ _9 尺 2， 
6 有 RN 二 7 滞 忆 一 3 下 十 3 + SR， 
妈 
屎 R 一 R* 十 也 二 或 4 一 一 (1 + 二 )R 
代入 (4 ， 得 


汪 3 驴 
现 记 f 2 + 二 二 中 十 也 有 2 一 -一 一 
于 是 ， 
AAA 一 1) 总 
“一 4 VY 人. 
相应 地 ， 有 
了 0 一 拘 玉 ? 8 二 Rstse 一 (1 二 -一 


s 
可 十 了 7 语 )r 玉 


3 十 ww .3 一 w 人 5 吕 

一 《1 十 本 放言 ) = 开 民 2 玲 等 一 亚 人 - 
.VC 一 DA Q -六 2CE 一 ] [9 
也 人 12 下 


现在 讨论 连 异 情况 .由 《4 》 知 民 *， 尺 AR 及 
艾 因 正 的 有 和 蛋 基 . 
Ci 当 R-= 十 0 时 ,由 Rh 及 一 必 一 有 界 可知 


cosC 


本 负 下 


乒 一 达 《 民 R) RE (一 全 一 ) sn 放 * 民 -0 


《ii 当 A= 十 0 《 折 研 究 的 体 浊 化 为 回 链 ) 时 ， 
需要 求 当 圆锥 全 表面 积 z 尺 二 -0 一 名 《 带 数 ) 


时 而 锥 吉 积 ee 前 最 大 值 .用 工 表 两 锥 的 斜 


高 ， 


， 斑 tgcx 一 一 Ai12 一 丽 5- 


了 于是， oa ae 改 
F 3 
| _ 
广 一 二 QR2CQ - ar 本) (0 一 R<VY-C) 


由 此 易 知 六 > 〔 从 而 上 ) 当 尽 2 一 -全 《 即 只 一 去 


.1 __ 1 /SGs 
V - ) 遇 达 最 大 值 ,并且 最 大 体积 ri 二 二 VS . 

不 难 验证 也 ;一 大 。 

《iii 当 = 十 ce 时 ， 由 RAR 有 界 知 尺 -= 二 0 
出 Ci 得 -0 。 

《iT 当 a-> 洒 一 0 时 ， 由 -2 有 界 可 知 且 一 十 D， 
出 (iD 知 姑 0 。 


《?)? 当 wa-> 十 0 所 研究 的 干 退化 为 图 福 ? 时 ， 可 
以 求 得 达到 最 大 体积 的 尺寸 汐 站 2 下 及 加 一 尺 54 玉 
《大 海 1563 题 7 ， 即 


”一 2 一 VS 


9 人 2 


569T1 。 


在 难 证 了 明 扩 :一 三 。。 
综 上 所 玉 , 我 们 得 到 当 有 -24S 一 We ， 
好 = are ain 人 时 ， 所 研究 的 体积 广 达到 最 天 信 
EC 可 CS VS ， 


一 个 体 ， 其 体积 等 子玉 ， 形 为 直 和 平行 直 六 面体， 上 
底 有 下 席 为 正 的 四 关 骏 . 当 角 锥 的 侧面 对 它们 的 少 成 
怎样 的 颁 角 , 体 的 全 表面 积 为 最 小 ， 

解 ” 设 长 方 体 两 扩 《正方 形 》 过 长 为 吕 ， 高 为 下 ， 楼 、 


锥 侧面 与 底 曾 的 夹 角 为 <， 则 玉 一 a 台 十 二 catga， 考 
起 函数 5 一 4oi 十 2 在 上 述 条 件 下 的 极 值 。 设 瑟 一 


3 一 1(asj 十 二 astga 一 天)。 解 方程 组 


。 | 喇 --4h-a32 一 ahoh 一 Ar2tgC 一 和 rr13? 
| 3a5 
-了 一 4 一 4 一 口 ， 《2 1? 
0 已 3atzsinw haa 
Di ”oszcr Seoszmx 0， 《31 
必 a 才 十 上 ostga 一 玉 。 长征 》 


由 Ca) ,《#) 醋 得 a 一 arc sin 公 ， 间 3690 通 进 一 


步 可 求 出 ea 和 产 。 
类 做 3687 题 的 讨论 ， 当 6-> 十 0 ，a 一 十 ce， 下 一 


+ce，&a 了 一 0 等 情 襄 均 能 证 明 S- 二 ce。 对 于 这 


下 3 祁 


3692 。 


3695 ， 


学 多 学 


界 为 <= 0 及 大 一 0 这 本 种 运 化 情况 ， 类 他 3690 题 ， 
可 证 明 叱 时 的 全 表面 积 比 一 arc sin 李 时 的 全 表面 积 
为 大 ， 于 是 ， 当 aare sin 了 时 , 体 的 全 表面 积 最 小 
己 知 矩形 的 周 长 为 2 ， 将 它 绕 其 一 边 旋转 而 构成 一 
体积 ， 求 所 得 体积 为 最 大 的 那个 矩形 . 

解 ” 设 矩形 的 边 长 为 及? ， 则 考虑 函数 太一 z22x 
在 条 件 xTy= 一 户 下 的 极 值 . 设 珀 一 亚 一 扑 十 沁 一 访 ) 
解 方程 组 


| 
| 3 =?zxy 一 4 0 
| sr- 
一 二 一 2z 
得 x= 筷 ，y= 好 . 


由 于 在 边界 上 ， 一 过 为 零 ， 一 边 为 声 , 推出 0 


和 于是。 当 矩形 的 两 边 分 别 为 筷 及 -六 计 * 旋 转 体 的 体积 
最 大 ， 


己 知 三 角形 的 周 长 为 2， 
求 出 这 样 的 三 角形 ， 当 它 一 
绕 着 自己 的 一 边 旋转 所 构 “一 忆 1 


也 
成 的 体积 最 大 。 St 
解 ” 如 区 6 43 所 示 , 以 4C 
为 轴 旋 转 , 取 和 参数， 高 R 及 
二 和 朋 w.8， 考虑 函数 、 图 6.43 C 


玉 一 壤 rhaCtgc 十 tg 后) 


在 条 件 -后 二 :ACE az 十 t 有 ) 一 38 下 了 的 概 值 。 为 


CODSc 


计算 简单 起 见 ， 略 去 常数 二 r。 设 扎 一 ha(tgx 十 t8D) 
一 :+ 下 十 Atgax 十 Atg 且 一 2 访 ]。 


cos 让 
解 方程 组 
[ 3 加 
| 3 一 一 382Ctgc 十 tg 间 ) 一 4 CO8 人 te 二 5 
| Te (了 3、 
器 〖I 了 
| -3 一 一 外 2 二 sa) 一 0， 《7 
| ar 下 池 sin 妥 了 
| 全 一 避 5 一 4 263 请 十 二) 一 0， 《中 》 


1 上 
ha5 交 十 6 厅 十 二 G 十 二 间 一 2 风 - 《本 >》 


已 自 就 


下 3 站 2 
由 《2) 及 (3) 得 < 一 有 及 4 一 一 一 1 十 saB* 


人 入 (1 戒 ， 得 "ep 本 于 是 ，Rtg a 一 
3 代入 《4 )》 式 ， 8 本 让 。 从 而 ， 得 三 
边 分 别 为 

48 一 有 C 一 卫 p， 冯 人 一 2 c 一 马 . 

讨论 边界 情况 ， 当 A- 十 0 或 娟 时， 显然 有 


者 弛 军 


35694， 


] 


姑 一 0 ,对 于 二 角 a 及 B 必 有 大 小 限制 ，0 <g 一 瑟 ， 
一 Cs 委 有 和 ww 《注意 cs 有 的 方向 贰 定 不 同 )， 当 wa 十 0 
或 -> 于 一 0 或 B-> 一 a 时 ， 己 样 均 有 到 -> 0 ,于 是 ， 
当 三 角形 菌 三 这 长 分 别 为 坪 ，“ 严 及 已 ， 并 线 长 为 二 
的 过 旋转 时， 所 得 的 体 台 扩大 。 
在 于 径 为 斑 的 半球 内 代入 海 最 天 体积 的 直角 平行 六 
面体 . 
解 ” 丰 站 设 片 长 方 体 的 一 个 底面 与 半球 所 在 的 请 面 重 
合 ， 另 外 四 个 顶点 在 半球 球面 上 ， 且 半球 面 在 直角 举 
标 系 下 的 方程 为 

2%2 十 十 22 一 局 2，2z3 0 。 
又 设 长 方 钵 的 长 、 窝 、 高 分 为 2x 23 政 >〔x0， 
2 0 一 0) .考虑 函数 忆 =4xyz 在 上 述 条 件 干 的 
棚 值 . 设 所 一 区 yz 一 MA 十 Y2 二 xz2 一 吾 3》 。 
解 方程 组 


-2 一 ye 一 24x 一 0， 


已 
号 -一 xz 一 242 一 D ， 
3 
< 一 上 一 242 一 0， 
| 
L 


5695 。 


南 于 在 边界 上 ( 即 = 十 0 或 3- 十 9 或 ~ 十 0 


冬 冰 2 下 卫 
为 了 人， -7 及 -7 时 ， 其 体积 最 大， 
在 已 知 的 直 圆 锥 内 嵌入 有 期 天 体积 的 直角 平行 六 曾 
体 . 

解 不 芒 设 直 圆 锥 的 谋面 


学 径 为 丸 ， 高 为 事 ， 且 长 


人 


方 体 的 一 个 夯 与 直 略 维 的 六 RS 
底面 重合 ,两 个 边 长 为 2x 

和 22， 四 个 预 点 在 直 国 锥 。 一 
面 上 ， 高 汶 >。 过 直 贺 图 ea 


的 高 和 长 方 体 底 面 的 对 角 
线 作 一 截面 ， 如 图 6.44 所 示 ， 出 T 刀 一 瑟 ， 厂 枚 一 天 全 
一 2 ， 才 万 一 六 ， 刀 已 一 wy/ 戏 十 说 ，( 末 一 =) 玉 一 下 
“性 十 二 《 玉 、 互 为 常数 ) .考虑 函数 太一 42x3yz 在 上 
述 条 什 下 的 极 值 《xz=-0，2y 盖 0，2 一 0)] 。 江 计算 
简单 计 ， 略 去 常数 4 . 设 

下 一 Xi 一 并 再 妇 二 3 一 ( 抹 一 2 有 ]。 


解 方程 组 
「 忆 王 AD 
站 学 了 2 “17 
9P 一 -了 2 
| 3 澡 癌 ACE 二 昌 攻 2 
人 《五 一 2 瑟 一 盯 wA xs。 《和 至 》 


437 


5696 ，。 


9 


0 


也 C1 ?2 ) 得 < 一 y， 代 入 (3)， 得 x 一 ?一 AR 。 


又 由 (1 ) 可 得 = = ， 将 ?os2 代 六 《4 得 


解 之 得 4 一 六 尽 。 从 而 有 


至 民 , zs 一代 昌 了 一 尝 开 Ra2z7， 
. 号 操 


党 一 4 一 


显然 ， 在 所 该 区 域 的 边界 上 【〔〈 即 x- 一 十 0 或 -> 
十 0 或 z= 二 0 时 ) ， 有 斑 - 一 0， 硕 当 直 前 平 行 六 面 ， 


体 的 高 等 于 六 加 锥 的 高 时 ， 其 体积 最 大 。 
在 狂 球 
网 马 吕 
二 证 让 ~1 


内 福 入 有 最 大 体 条 的 直角 平行 天 面体 。 
解 ”此 直角 平行 六 面体 的 对 称 中 心 为 原 搬 ， 设 其 一 个 


8xy2 在 条 件 所 -十 症 专 一 《XenDs 
?下 的 家 省 ， 为 计算 简单 计 ， 叶 去 常数 设 记 
一 Y2 一 42 十 出 名. 十 - 志 - 一 1》， 解 方程 组 


| 站 时 
| 癌 --- 放 - 


和 一 站 一 - 也 二 3 一 呈 
得 一 了 V' ?7，27， 这 时 了 一 可 
+ OpenD。 


现在 讨论 边界 情况 . 汝 Ya 一 0 ，》 所 一 0， 
ze 一 中 有 任 一 个 成 立时 ， 则 另 两 个 变量 必 租 趋 于 
替 。 又 车 xy， ys2 中 有 一 个 趋 于 零 时 ， 则 体积 7 赵 于 


” 堆 , 总 之 ， 在 边界 上 ， 恒 有 天 -> 0 . 于是， 具有 最 大 


56937。 


体积 的 直角 平行 六 面体 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 -7 邱 ， 
2 2 


AAA 杏 ”AAA7 可 

直 团 纵 的 母 钱 工 与 育 平 面 成 倾角 < ， 试 在 此 站 器 锥 中 
嵌入 具 最 太 全 表面积 药 直 角 平 行 六 面体 . 

解 ” 设 男 针 前 底 半 径 为 及， 高 沪 互 ， 虽 有 豆 = Teosa， 


天 一 1sincr， 如 -=tga。 内 接 长 方 居 的 放置 方法 与 
8695 题 相同 。 设 席 面 的 两 边 分 别 汐 ?deos0 和 2csint， 


高 为 8 ， 则 0 一 dg 一 忆 ，0 一 天 一 百 ， 0 一 全 一 所 ,有 具有 


人 398 


1 


d 由 条 忻 -4 了 “一 -的 康 ， 此 条 件 可 改写 为 
可 .8 袜 十 下 一 末 一 1sincw 
所 求 的 全 表面 积 为 


SS 一 4Kda2sin36 十 CjsinD-HdpeosD)。 
(i) 轴 定 了 和 84， 考虑 S= SC9) 的 变化 情况 。 宙 


一 元 函数 极 值 求法 ， 不 难 断定 ， 仅 有 3S( 瑟 ) 一 0 。 
SK6) 在 开 处 达到 最 大 值 8 一 4d?-+A dh)， 即 底面 


汶 正 方形 时 ，S 才 取 得 最 大 值 . 玉 此 ， 原 问题 可 化 为 
在 条 件 Citgce 二 =-1sina 〔 dd 一 0 PE 0) 王 : 求 函 
煞 号 一 4KCd2-TA 3 ep) 的 极 值 ， 

《ii 此 问题 的 进 界 值 : 当 Cr= 十 0 《此 时 产 > 互 
一 9) 时， 显然 3 一 05 面 当 疡 十 0 《这 时 二 一 王 
一 0》 时 ，3S- 4R2。， 在 后 一 种 稼 况 下 ,全 表面 积 退 化 
为 上 、 -下 两 个 正方 形 面积 之 和 。 


《iiiy 在 区 域内 部 ， 设 
五 一 4Kad2 -Ac 一双 过 ， tga 十 ETsina)。 
解 方程 组 
| 入 =sd+4wVSH 一 一 由 ti 人 诡 过 月 《1L7) 
洒 ” 
1 -=4wVEd 一 4 一 0， 《2 ) 
dtgz 十 站 ==y sina 习 。 - 《3) 
由 《2) 得 4=4xw3gd， 代 入 (Ci ， 得 
疡 一 《tEgCx 一 全 ?0。 [本 :和 


3698 ， 


由 -0 及 d 一 0 知 ， 当 tesw 时， 方程 组 在 所 
研究 的 区 域内 无 解 。 此 时 ，8 的 最 大 值 闻 在 迪 界 三 达 
到 ， 即 在 R> 十 0 时 达到 4R2，、 当 世人 一 2 时 ， 将 
《42 式 代 六 (37 式 ， 可 得 


Isine 8 一 A 3 
一 - 一 -大 一 
2t8G 一 3 fsinaea ZtgC 一 AAA 3 
此 时 
全 了 2 中 了 人 人 一 宛 2t 吾 2 


S 一 4Kd2 十 wd 人 一心- 人 一 -7 
直 于 《tge& 一 ww/ 王 和 2 一 红 2G 一 2 tx 一 1 一 0 ， 故 
-7 从 而 ，S=-4R*， 即 在 该 点 的 值 大 于 
边界 上 的 值 .因此 , 它 为 最 天 值 .于 是 , 当 itgar- /五 ， 


长 方 体 底面 为 正方 形 , 边 长 为 dsin 亚 一 一 与 sa 


< 了 TEg 一 下 
高 5 一 faina- Se ， 全 都 面积 为 最 大 . 
一 人 2 一 上 的 一 盘 中 报 六 有 最 


解 ” 设 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 为 2x，23 及 8 一 ce 一 2， 则 
斤 题 设 考 虑 晒 数 三 一 4xy8 一 4x3KCe 一 
这 一 -xD 9，0 一 ze) 下 的 极 值 . 为 
计算 简单 起 见 ， 作 五 时 署 去 党 数 生 . 他 已 一 3Cc 一 2 
-党 + 芝 -全 ) 


解 方程 组 


二 四 了 


| -号 一 y(e 一 2 一 24. -一 0， 长 工 》 
从 -ke 一 人 一 24 汽 一 0， 《2》 
1 
1 .3aF 浆 - 3 
3 部 人 十 疗 《 
所 衬 包 总 了 了 
到 十 疡 一 癌 。 


将 C1)》.、 《2 《373 三 式 分别 坷 其 其 、?。 《一 名 ?3 


比较 即 得 后 一 撤 一 人 守 2， 代 入 《4 ) 式 ， 可 得 


由 于 过 界 上 大 趋 于 零 , 页 长 方 体 的 最 大 值 必 在 区 
域内 这 到 。 于 是 ， 当 平行 六 面体 的 尺寸 为 5 、 已 耻 豆 


了 时， 其 钵 积 最 大 。 
5699。 求 点 邮 oxoyyoszo) 至 了 酝 面 4x 十 吾 ?十 Cz 十 量 一 和 的 
最 短 上 离 
解 ” 按 题 设 ， 我 们 应 求 函 数 
六 一 扑 光 一 区 0 十 《和 一 3 和 二 区 衬 一 20 
在 条 件 -4x 填 吾 2 上 C2 十 站 一 0 下 的 极 值 . 说 
下 《ws 一 r3 十 民 dX 十 百 9 十 三 2 村 下 )， 
解 方程 组 


号 


[ 生 一 2Gx 一 xod+44 0 ， 《 
3 一 2Ky 一 20 十 4 有 一 0， > 
妨 王 
3 一 2f2 一 >o7 十 4C 一 0， 3) 
【4x 士 百 y 十 Ce 十 万 一 0 。 〔43》 


由 《aa)7，。，(2)》，。，(3)》 可 得 
xz 一 %o 一 二 4.4， y 一 36 一 去 1， z 一 zo 一 去 4C. 5) 


代入 《 生 )》 ， 得 


-十 五 2 十 人 ” 
将 (557 ，(67》 伐 入 天 一 《性 一 逢 92 十 《有 儿 一 名 0 
十 《2 一 2o)2 叶 ， 得 - 
一]L4eo 寸 及 wo 十 Czs 十 感 | 
/再 十 B 于 C5 
当 #,ys2 中 有 任 一 个 趋 于 无 穷 时 ，7” 趋 于 无 穷 。 
国 此 ， 在 区 域内 了 必 取 最 小 值 . 
于 是 ,后 邮 ofxosyoszo) 至 平面 4x 十 吾 y 十 各 z 十 瑟 
=- 0 的 最 短 降 离 为 
r 一 | dxo 士 2s 直 Co 十 尹 | 
“7 .十 百 2 十 让 3 “ 
3700， 求 空间 二 直线 


亚信 


上 1 


子 自 学 


之 间 的 最 生 距 离 

解 ”显然 ， 当 两 直线 不 平行 时 ， 直 线 上 一 点 趋 于 无 穷 

远 处 时 ， 与 另 一 直线 上 各 点 的 具 离 ， 都 趋 于 无 筋 ， 

因此 ， 不 平行 两 直 钱 的 最 伺 距 离 必 在 有 了 限 处 达到 ， 
为 了 书写 篇 洁 ， 我 们 采用 向 量 的 表达 形式 . 用 


六 划一 了 二 二 六 10 表示 直线 兰 一 立 1 一 池 一 少 1 一 径 一 2 1， 《1 
7 了 了 失 卫 症 1 


7 全 一 和 as rae 末 示 直 线 区 证 2 一 了 2 一 2 于 加 
有 


基 中 芝 LS 为 参数 ,下 一 {?2i 经 1y 六 1, 疡 一 (osns， 站 2 


io 一 fxiyyiy2 小， an 一 区 %z， 2 23。 
又 记 
erio 一 ra 一 人 xi 一 xs 一 yn 21 一 za 。 
始 疯 在 直线 (2 7》 上， 终端 在 直线 ( 1 ?上 的 向 量 为 : 
3 一 (了 十 了 ， (sr 
一 一 7 ro 《37 
本 题 即 求 |z&(t,s)| 的 最 小 值 ， 它 必 在 有 限 曾 1 s 上 取 
每 . 念 
划一 人 3 一 | 7 一 六 Fas 
1stz 二 Ts 二 ra ac Tst+aCi PIH 


一 2(fas ro)Sy 


其 由 1= 刀 -， 下 一， Y3 一 ro*po。 


好 取得 极 值 的 必要 条 性 为 


本 201+ 一 人 Tearo 一 0， 


.2 一 20 和 (Tt 一 Cro 一 0 。 


由 此 可 解 得 唯一 的 静 正 点 (foyso); 

下 Ci ro) 一 (fa)ciacrs)， 

1 杷 一 (了 ， .了 了。 了 3 了 
一 天 《了 roy-- (Ch -DCP-re) 
三 至 一 (了 .了 3 

于 是 |itosso)[ 即 为 所 求 的 最 得 距离 ,下面 计 算 1&t， 
so)1. 令 媳 =WW 下 至 - (六 .有 2， 显 然 有 有 
La 一 | 下 和 有一 [| 于 eoscP 有 ?了 


Fo 一 一 


一 [12,1] 也 1zainaz(T 天 > 一 上 X a 
即 
2 了 = |T x 克 1. 


将 避 及 so 代入 《3?》 式 ， 得 
Mt so 一 一 -页 CroCi 一 (1， ,了 


一 -下 Cro) CT 一 (jz1 十 re。 
通过 计算 ， 不 难得 出 
afoyso) 一 一 -Ci -并 意 1 一 《六 中 


-rooC13Ci 一 人 《1 ,全 十 《ro-f 7) 一 ， 
掉 节 


701， 


当 6 


ESs0 妈 1 关 1a。 


一 一 


--， < 一 
令 fo= 呈 关中 ， 山 193o| 一 1， 


1aCtoyso) ] 一 1aisyso3 aa 一 世人 22 


汪汪 1 一 


卫 


一 土 二 | 放 1 中: 六 1 # 
| 这 2 72 加 = 
其 中 
7 一方 操 1 1 [和 证) | 
了 2 人 i2 由 2 丰 z Ya 


耳 正 负 号 的 选取 保证 所 得 结 黑 为 正 舍 ， 


求 拖 物 颇 一 x= 利 严 线 x 一 ?一 2 一 0 之 问 的 最 短 下 


离 


盘 ” 设 【xiyy0) 为 势 物 线 3 一 xx 上 任 一 点 ，(X%as3a) 


为 直线 于 一 y 一 2 一 0 上 的 性 一 点 。 按 题 意 ， 我 们 应 


求 函 数 


9 一 《Ya 一 时 1 十 《72 一 了 


在 答 件 21 一 扣 一 0 及 xa 一 ?3 一 2 一 6 下 的 级 值 -显然 ， 
鱼 几 和 何 知 ， 洒 两 上 吉 《xzryyl) 和 (xs ya 至 消 一 体 
辣 无 穷 时 ，* 也 疼 欧 和 于 无 鹤 大 ， 南 了 的 肾 小 值 必 在 寿 


限 外 达到， 


证 于 《xy 昌 iy 和 2 一 Y 十 MCA 一 XXXa 一 了 = 


f -一 一 2Cxs 一 xD 一 2h1xi 一 0 ， 
工 

2 一 2K%a 一 %1D? 十 4z 一 0， 

| 也 

| 下 
1 

| 二 ya 一 om) 一 和 = 0， 

| 

| 条 一 入 1 


Xa 一 Ja 一 2 一 个 


了 11 
得 唯一 的 一 组 解 和 二 yy1 一 人 2 一 下 ya 一 
史 : 下 
号 


-一 一 一 


可 。 
于 是 ， 所 求 的 最 短 距 离 为 
ro=W/ [中 一 二 ) +( 一 总 -十 ) 一 和 w。 
sz02。 求 有 心 二 次 姥 线 
-要 % 十 2 瑚 YX 人 十 帮 32 一 工 
的 半 辐 ， 
解 设 《x*oyyo) 为 二 次 曲线 4x: 十 2 刀 %y 十 考 32 一 
上 的 点 ， 则 5 一 xy 一 yo)》 古 为 该 曲线 上 的 点 。 固 此， 
原点 40，0) 即 汶 曲 线 的 中 心 。 按 题 意 ， 应 求 范 数 4 一 
%2 二 32 在 委 人 镍 4x2+2Bx3C3x 一 I 下 的 极 值 ， 设 
下 一 2 十 多 2 一 上 和 2 十 冯 肛 TY 十 丰 3 一 1》。 


了 0 


避 如 


| -去 各-C4-Dx+hBy=0， 
| 
一 二 2 一 4Bx 上 CC_-1yy 一 0， 


【 -4xX2 二 2 卫 Xy 十 玫 w2 一 1 。 


到 方程 组 有 非 零 艇 ，4 必须 满足 二 次 方程 
和 4 如 


7 呈 4 一 1 
由 题 设 知 二 次 曲线 为 有 心 的 ， 因 此 4C2 一 喇 关 0 
由 方程 《1I) 可 求 得 两 根 1 和 4 《th -将 1 的 
值 代入 方 释 组 ， 求 得 对 庶 于 4 的 解 《xiyiy 到 村 应 
于 ,42 的 解 〈《xs,ya) .相应 地 ， 有 
殉 (1 一 和 十 3 一 XiC4C4x1 十 厂 31 
二 2aCAKCBxi 十 CoyaD 
一 ACE 十 2 呈 X331 十 和 3 一 4 
同 理 &Cxa,ya> 一 % 关 十 3 一 ha。 
《iy 妾 .4 一 号 一 站 且 4 十 和 一 0 或 4 一 0 时， 
由 《1 )》 解 每 
1 《4 二 CC》 土 \ (十 王 一生 记 一 万 > 
27 .CC 五 3 
即 有 43: 莹 jz 0 - 显然 s 的 最 大 依 及 最 小 值 必 在 区 域 
内 达到 . 六 此 ，41: 及 42 分 别 为 + 的 最 大 值 及 最 小 值 . 
此 时 ， 所 对 应 的 曲线 为 烛 图， 长 、 短 半 输 的 平方 分 别 
汶 41 政 142z。 当 让 一 ha 《4 一 C, 瑟 一 0)7 时 为 男 。 


一 吕 。 《1》 


3795， 


当 4+C 一 0 (或 4<0) 有 时， 两 根 册 殉 为 负 ， 
相应 曲线 无 轨迹 ， 
《ii2 归 -4 一 百 ?<=<0 时 ，4=-0，jin<<0 ,出 时 只 
有 一 个 极 值 4:。 对 应 的 曲线 为 双 曲 线 , 4: 为 实 半 轴 的 
平方 (4 玫 面 上 无 意义 , 但 实质 上 为 虚 半 轴 的 平方 )， 
其 中 特别 是 吾 一 0 时 ， 曲 钱 退 化 为 一 对 相交 直线 , 
求 有 心 二 次 曲面 
4Y2 十 再 92 小 让 22 十 2 及 YY 十 3 五 yy2 十 3 天 x2 一 工 
的 半 轴 ， 
和 解 ” 同 上 题 可 知 ,上 曲面 的 中 心 沟 《0, 0，0). 按 题 意 ， 
达到 曲面 半 轴 的 点 《xy， yz) 一 定 是 函数 ax，yyyz) 
一 2 十 3 十 zz 在 条 件 
-4X2 十 好 92 十 四 z2 二 2 肋 xy 二 2 五 yz 十 2 天 xz 一 1 
下 的 苦 止 点 《但 不 一 定 是 极 值 点 。 例 如 ， 球 面 的 中 
闻 轴 所 在 的 点 ) 。 恋 
丘 一 六 一 外. 十 甩 7y2 于 全 z3 二 2 门 xy 十 2 本 ye 十 2 百 和 z 
一 工 >。 
解 方程 组 


f 一 二 3 一 (14 一 1) x 填 4 有 yy 十 4 开 e 一 0 
| 

了 口 甩 
| 一 二 3 宁 = 4DzTGB-Dy+T4Ez= 0， 


了 
一 孔 2C 一 1)3 一 嫌 ， 


【人 -4x2 十 有 好 9 二 各 22 十 2 有 十 2 本 3 十 2 下 xz 一 工 。. 


末日 字 


5S704。 


1 人 


上 上 述 方 竹 组 要 有 非 零 解 ，4 必须 清 足 三 次 方程 
4 一 1 4 有 4 
下 4 一 1 4 五 
用 有 4C 一 1 
设 三 根 略 4 六 4a 关 4a. 对 应 于 此 三 根 可 求 出 满足 方程 
组 的 静止 虚 。 与 3702 题 胡同 ， 可 证 明 在 这 些 青 止 点 处 
ty2) 的 值 售 党 ii 一 1:2:37， 即 4 为 曲面 半 畏 的 
平方 《严格 地 说 ， 当 ji 一 0 时 不 能 认为 它 是 半 辐 的 平 
方 ) 。 

与 二 次 曙 线 的 情 襄 类似 , 根据 大 的 正 负 可 讨论 曲 
面 半 轴 的 姑 、 实 等 问题 ， 这 允 熟 悉 二 次 曲面 分 类 的 读 
者 无 实质 性 的 困难 ， 因 此 举 暑 掉 这 些 频 琐 的 讨论 。 
求 用 平面 


与 区 柱 


一 人心 


-4YX 十 如 ?9 十 扬 z 一 和 0 


- 汽 = 工 


相交 所 成 条 加 的 可 各 
和 解 ”我 们 只 要 确定 所 得 粒 圆 药 长 短 半 轴 e 及 5, 即 可 按 
公式 3 一 ra 求 得 可 的 而 积 . 

注意 到 原点 “0,0,0) 在 原 精 圆柱 面 的 中 心 辑 上 ， 
旦 截 平 面 .4x 二 瑟 y 十 Cez= 0 双 通 过 记 ， 珂 此 ， , 原 司 是 
穿线 酉 圆 的 中 心 ， 从 而 长 短 半 轴 3 及 5 的 平方 5 及 5 ， 
分 别 为 函数 4 一 经 十 %2 十 2 在 条 忻 4x 十 号 ?十 Cz= 一 0 


及 抱 + 芒 ~ I RE 和 
已 一 


访 - 切 


于 是 ,达到 堪 赤 值 . 明 小 便 的 点 前 仅 标 必须 满足 方程 组 
| 一 (一 长 Jx 二 44 一 0， 《13? 
| 了 避 五 
二 3 =(1 一 冀 )y+4B= 0， 【号 
dx 十 五 :坏人 一人， 《437 
本 
半生 一 《5》 


将 (17 、(52)7 、(3)》 三 式 分 别 乘 以 .yz 后 ， 热 


生存 刘 ， 得 2 十 32 十 sz 一 凡 邵 所 方程 组 下 解 得 
乓 3 一 下 国 (L17 (0027 、 3874)7 王 ， 


培 要 *，y*2 下 4 不 全 为 罕有 此 须 满足 下 琳 方 程 【 同 
时 兵 只 要 满足 于 列 方程 ， 静 止 虎 (#，2。，27 也 一 定 有 
解 》: 


1 一 二 0 9 二 
9 一世 如 0D. 
心 站 工 C 
4B CC oo 
展开 后， 得 
CC 吾 3 人 3 ， 寻 2 
加 证 2 1 一 (和 十 人 + 和 十 二 百 2 区 
C2) 一 0。 


十 -和 十 吾 z 十 


号 了 了 


5705， 


72 


此 方程 有 两 正 根 . 显然 即 为 最 天 值 及 最 小 值 c: .2 ,由 
韦 达 定理 知 


一 2 2 十 再 ?十 心 2 
他 田 忆 z- 


玖 林 加 面积 55 一 于 和 十 C 《Co)， 


当 扯 =0 时 ， 平 面 4x 十 五 "一 0 过 口才 ,显然 得 不 
到 畏 加 截 画 ， 
求 用 平面 
党 Cos 企 十 加 os 有 十 二 40s 一 昌 
《其 中 cessa 十 cos2D 十 cosz29?9 一 1 与 椭 球 面 


3 
2 十 匠 十 -各 I 
丰 截 所 成 截面 的 面积 . 
解 ”截面 为 一 权 圆 ， 与 3704 题 一 样 ， 我 们 只 更 先 考虑 
函数 = 一 2x2 十 %3 十 z2 在 条 件 


xcpsc 十 yoos 月 十 zcosy 一 0 及 一 二 交 - 十 < 
下 的 极 值 〔a==-m0 ，p-0，c=-0)7。 访 
后 一 业 赴 24 KGxeosa 十 yeos8 二 zeoay) 一 4z( 衬 s 
+ 各 二 一 1)。 


解 方 各 组 


[去 生生 如)*+hieoser 9 《1》 
2 一 (1 8-)? 十 hreosB 一 D ， 2》 
对 -人 (1 一 全 )]z 士 4 208hh 一 站 ， 《3 
nos 以 十 yens 月 十 zens?p= 一 0 ， 和 3》 
| 

L 所 十 芳 十 2 一 1 《53》 


将 (1), 《2 (37 三 式 分 别 乘 及 xy，z* 然 后 相 加 ， 
即 得 

和 一 学 2 十 y2 十 2 一 由。 
由 C1?、《a2a2、(3?、 《4) 线 ， 荐 要 xz 及 1 不 全 
加 办 ， 4 必须 满足 下 列 方程 


一 公 0 中 eaos 婚 
0 1- 如 0 cos8 
和 2 
= 一 0 
0 站 1 一 -4 98 他 
Cos os 月 COs? 总 
展开 整理 得 
GosaC ， os2 有 8 号 S2 ) 和 C 人 52 尼 人 52 
五 2C2 呈 他 2 他 2 站 加 人 本 
0s2 癌 ，co05s2 甩 293 2 2 3 _， 
十 一 车 十 2 十 一 二 4 十 II 一 0， 


玫 了 子 


s706.。 


瑟 了 间 


此 方程 有 两 正 委 ， 显 然 即 为 薄 区 的 长 短 半 轴 的 平方 
sz。、az 。 册 万达 定理 知 
一 吕 一 -总 阅 3 丰 2 六 3 
一 TGS 二 60500327- 
于 是 ， 所 求 稀 图 的 面积 为 
一 打 让 想必 

一 mop 一 aseosac 十 becosa 厅 十 Cacosi 
根 插 飞 剑 马 原则 ， 从 4 点 射 旺 而 达 于 召 点 的 天线， 沿 
着 需要 最 握 时 间 和 的 遇 线 传播 . 

假 让 点 妇 和 点 器 位 于 以 伞 耐 所 分 开 的 不 同 的 扼 介 
质 赴 ， 并 且 站 散播 指 速 度 在 第 一 介质 中 等 于 pl1， 而 在 
第 二 介质 中 雹 于 wa， 推出 沧 的 折射 定律 
和 解 ”如 图 6.45 所 示 ， 

抢 如 从 4 点 射出 ， 浙 

洲 折 名 4 寻 如 到 达 吕 

点 .由 才 . 吾 作 生 直 于 

1 的 直 恕 .4C 及 了 姜 ， -一 
锌 与 直线 上 变 于 性 司 
及 站 点 。 设 4C 一 

五 娓 一 训 ， 居 万 一 避 . 选 

择 角 度 cw 台 为 变量 , 则 图 6.45 


加 加 
二 用 一 二 则 一 站， 


CR 人 一 atgcy 7 万 一 疡 {t 作 及。 
于 是 ， 我 们 的 问题 就 基 求 函数 


点 


加 吕 


miceosc Tac03 月 


天 站 一 


在 条 件 atga+btgB=d 下 的 最 小 值 ， 其 中 一 于 一 上 
一 所 :一 瑟 一 8 一 本 【 当 昼 在 C 与 局 之 间 时 ,ca 0 ， 
8=-D05 当 弄 在 C 点 的 左近 时 ，a 一 0 ，B 一 031 当 形 
在 点 刀 的 右边 时 ，a0 ，6 一 0) .显然 F(a,6) 是 连 


续 函 数 ， 又 当 e -> 本 ~ 0 时 《这 时 点 于 认 右边 伸 向 无 
穷 远 , B-> 一 本 十 0 ) ， 最 然 (ay:B) 一 十 cof 当 ar 
一 椰 十 0 时 (这 时 点 朵 从 左边 伸 向 无 穷 运 ,有 ~ 训 一 0， 
显然 也 有 fa;B)-> 十 ce, 由 此 可 知 favB) 在 有 限 处 
达到 最 小 值 ， 此 处 必 为 静止 点 设 
一 一 Motge 二 5tg8 一 c。 


DicosC zaocos 月 
注意 玖 由 
「 8 eaina 如 一 0 
De DioossC co0s20 
人 天 忆 sim 好 Ap 
[( D 订 ”pacoss 有 coss 厅 一 0 > 
贰 得 


sincx_ 1 


asia_ 1 


zz 


日 


三 1 
于 是 ， 在 静止 点 必 满 尼 


Si 人 1 


和 让 及 革 


375 


5707 ， 


末了 


由 此 可 知 ， 沪 的 传播 路 径 必 满足 上 面 的 关系 。 这 就 是 
落 各 的 光线 折射 定律 ， 开 时 ， 由 点 4 到 点 总 的 天 线 传 
播 所 需要 的 时 间 最 短 . 

当 投 射 前 怎 梯 时， 光线 的 折射 〈 即 投射 线 与 出 射线 之 
闻 的 角 ? 为 最 小? 
《此 光线 经 过 楼 
镑 的 折射 角 为 地 
折射 系数 为 上 ). 
求 出 于 最 小 的 折 
射 - 全 
解 。” 如 图 6-46 所 
示 ，-45C 为 楼 
馈 ， 了 有 CC 一 妖 
为 校 镜 顶 胡 《 即 图 6*46 

校 匀 的 折射 角 》 ， 呈 五 为 入 射 和 省 线 ， 折 射 后 从 五 点 折 
射出 棱镜 ， 射 出 名 为 瑟 GT 五 和 了 万 分 别 为 入 射 点 
和 射出 点 的 法 线 ， 它 们 相交 于 五 (五 上 4C， 了 7 五 上 
4 是)。 入 射线 厂 呈 的 延长 线 呈 M 与 射出 线 的 反 向 鞍 
长 线 五 基 朗 于 朴 . 信 万 机 了 一 朋克 人 五 了 一 了 全 民 邓 
一 上， 万 末 下 一 4， 一 百 瑟 百 一 Am 


按 题 意 即 问 ， 当 在 { 0， ) 之 冯 的 -- 定 范围 内 


蛮 化 时 . 上司 时 达到 极 小 值 ， 这 本 是 一 元 函数 的 极 值 
间 题 ， 然 因 牵 涉 的 恋 量 关系 赤 多 ， 琴 此 把 它 酒 作风 元 
画 数 的 条 件 极 值 问题 . 

出 折射 定律 3706 题 》 可 知 ， 


sim 月 一 mainh， 《1T》 


saimny 一 闻 sin。 世 呈 了 
由 几何 关系 不 难 求 出 we, 8.y、.54 及 大 之 间 前 关系 : 

-44 十 天 一 Ge 《3 》 

6 一 用 十 让 一 安 。 攻 生 ?> 
由 于 ec 党 常数 ， 故 从 (172)(s7(s) 四 式 中 消去 
4.5 吕 ?了 读 得 到 作为 月 的 函数 , 令 


五 ( 间 , 放 7》 一 月 十 一 灾 十 睛 下 ein 用 一 #sinh) 
十 中 式 加 3 天 一 si 他》 十 形 直 大 十 下 一 必 ) 。 


静止 点 适 台 下列 方程 组 

| 倘 -:+eeosp= ， 必 革 9 

| 

1 一 一 民 scogy 一 了 ， (看 

9 一 一 incosh 十 下 

1 5 ECO8H 十 Rs 一 个， 攻 了 了) 

| 

[一 panooap 十 bs 一 0 。 《8 》 
由 (人 ?7 (87? 消 去 s， 得 《号 ) 
由 (5).(6) 得 名 = 一 - 工 ja 一 一 ,代入 《9)， 


00 辣 " 2 二 
两 边 平 方 ， 苑 得 
COG83N 0828 或 ] 一 sin 4 一 工 一 sin3z 凡 
cos2 启 cosey "1 一 ain2 硼 1 一 aing3 “ 
将 (1 人 (27 和 代入 《10) ， 得 
1 一 sinz 有 1 一 Being 卫 
一 #zainzh ， 工 一 州 ET， 


《IO 


和 了 刀 
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与 了 有 


整理 后 得 
《Hz 一 1)Ksinsh 一 sin2k7 一 个 。 


册 于 0 一 1 一 祁 ， 0 一 K 一 辽 , 故 sin4 一 sinK 或 4 一 以 


代入 (3 7 得 4 一 4 一 全. 从 而 B 一 ?一 aresin(asin3 
于 是 , 
上 一 月 十 ?一 实 一 2are sinf msitnpS 一 Ce。 


所 求 得 的 妃 即 为 唯一 的 静 下 点. 

根据 物理 知识 ， 作 为 木 题 所 讨论 的 对 和 银 ， 项 角 较 小 的 
分 光 稻 镜 ， 在 区 域内 确实 存在 郑 最 小 的 折射 于 古 ， 
当 入 射 贡 


_ 。 人 放 
丘 一 arc aim{ 和 sin 写 


时 ， 出 6 一 2arc sin(msin-3 ) 一 
应 为 最 小 折射 ， 至 于 作 其 它 用 和 途 的 各 种 械 颖 ， 兴 线 的 
折射 路 径 不 包 与 顶 角 有 关 ， 而 且 大 都 与 整个 棱镜 的 鬼 
造 有 关 ， 这 已 不 属于 本 题 所 考虑 的 对 和 鳞 ， 周 丽 也 不 再 
对 它们 进行 讨论 ， 
蛮 基 < 和 ?3 满足 线性 方程 式 
孙 一 允 下 十 正 ， 

它 的 系数 需要 和 确定。 由 于 一 系列 的 等 精确 测定 的 寻 
果 ， 对 于 攻 x 和 >? 得 到 值 *%，3i 习 一 1 2，3)， 

和 用 最 小 二 入 方 的 刘 法 ， 求 系数 ea 和 的 最 可 靠 
数值 ， 
解 “” 根据 最 小 二 屁 方 的 方法 ， 系 数 e 和 和 癌 的 最 可 靠 数 


值 是 这 样 的 : 对 于 它们 ， 误 差 的 平方 和 


三 一 《EXi 一 百 一 洛 3 
z 一 二 


为 最 小 . 天 员 ，- 上 述 问题 可 以 通 进 求 方程 组 


| 2 一 双 工人 ex， 十 才 一 DAY 一 0， 


口 用 
| 本 了 一 2 开 Coxi+e 一 yn 一 0 
的 解 求解 问 ， 记 

[其 * 史 了] 一 了 ， 池 ， 3 [等 ， 导 ] 一 了，X%P， 


人 证】 


T 攻 。 主 ] 一 了 is [231 一 了 Via 
一 了 【mm 工 


关上 还 方程 组 化 为 


六 egxyx 二 BfxyL] 一 [xy 


1 _ 
[ ef 区 12 十 正中 一 [ 钰 1。 


系数 行列 式 
[xx [xy1I] 有 。 
[xi -如 (已 ) 
一 (Co 173Vxz 3 2 xi 一 了 《xi 一 学 站 2。 


im 


当 和 地 0 时 ， 方 程 组 有 只 一 的 一 组 解 ， 且 
| 你 光 了 C， 匡 nr 开 < xy 一 ( 荆 )( 开 2) 


[2， 芭 芭 5 了 人 2 一 共和 3 


[2 皇 下 


与 了 急 


一 一 一 一 -一 一 -=- 一 -mrereereeergepegrererrrrrmpre 一 re 一， 一 rr 一 -一 一 


[党 和 【和 多] 
[区 1 1 [3 1 1] 
]Cx% yy%] TXT] 党 ] 工 % 1 
《xs1] 拉 


村 尝 )( 瑟 2) 一 ( 刁 二 2)( 于 <) 


一 了 《2 一 科 站 2 
显然 ， 此 时 对 为 最 小 。 因 此 ，、， 上 述 e 和 8 即 为 所 来 。 
3709。 在 平面 上 已 知 # 个 上 感 M 了 ICXiy3 人 一 1，2，》。 
直线 xsos ea 十 ?sina 一 恬 一 0 在 怎 拌 的 位 置 时 ， 已 知 
点 与 此 直线 的 候 盖 的 平方 和 为 最 小 
解 已 知 点 与 直线 的 偏差 玫 方 和 


Ja 六) 一 了 《Xicosa 十 ?raincz 一 起 )2 
， fi 


记 
_ 1 开 _ 工 性 
“人 ?一 再 二 3 
237- 二 开 m 3 一 到 吕 o ， 了 交 一 涉 革 yy 
iT 
则 所 求 直线 的 参数 cx 和 户 应 满足 方程 
4 -22 (sx i98 包 十 节 i8i 了 克 一 让 《31008C 一 2iaimce) 


am 】 
-2 ，[fxi ieos2ad 十 [3 一 Xin2C 


Deosa 直 xpsina] 
一 T[2XYycosea 十 [3 一 X23ain2w 一 2 的 CYecase 
一 %sina) 一 0， 《1》 
邓 2 心 


9 时 __ 2 > (KxXic08 让 十 319imC 一 安放 


信 斌 
一 一 28KCXcost 二 ysina 一 户 ? 一 站 。 { 
内 上 2 ? 式 ， 解 得 
和 一 xcost 十 %ainC。 《3 
将 5 3 ? 式 伐 入 5C1 3) 式 ， 即 可 解 出 
it2C 一 2Kx:2 一 x2) (4? 


[站 一 (XZ32533 一 (3 的 
在 上 0,2r) 范 围 内 ，(47) 式 的 解 c 共 有 了 丰 个 : 
要 亚 

一 -一 一 邓 


0 Co 二- 坟 ; 必 十 开 o 十 


其 中 0 委 co 一 避 . 将 这 四 个 解 代 入 (3 ) 式 可 以 求 出 户 。 


报 据 习 种 , 取 p 之 0， 故 上 述 四 个 < 只 有 两 个 满足 关 
0 的 襄 求 ”) . 记 为 wypii az，pbz， 这 样 就 得 到 两 条 互 
相 午 直 的 直线 : 
Xe0sat 十 %sincl 一 二 | 一 人 站， 《五 7 

人 。 世 右 3》 
显然 ， 虹 (asp) 一 定 在 十 为 有 限 依 提 点 上 取得 最 小 
介 . 国 上 此， 只 要 出 较 有 daipi) 和 时 (eayzas) 的 依 ， 
好 较 小 的 那 条 直 组 即 为 所 求 后 
*)》 当 《4) 式 分 绒 为 零 而 分 子 不 为 零 时 ， 解 为 2 一 


和 3 Sr 


本 ， 全 ，>，- 汪 , 当 分 于 分 母 同时 为 零 时 ， 有 无 闪 
多 个 解 , 即 任 意 一 条 过 "个 点 的 重心 前 直线 均 使 Ma， 


邱 3 了 


3710. 
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) 汐 攻 小 ， 具 居 的 讨论 不 进行 了 ， 
**】 也 可 能 同时 有 一 对 或 两 对 各 使 b 一 9， 温 这 区 这 
泰 的 直角 从 具有 互相 牌 直 的 两 荣 ， 只 是 诬 线 方 和 565 
或 46 7) 衣 两 种 不 同 的 表示 法 而 所 。 
sf*》 特殊 情况 下 世 机 能 有 aalybi) 一 JICGapa)， 
此 时 全 闻 到 得 最 小 值 的 直线 有 两 条 . 
在 区 人 间 (1:37 内 用 线性 函数 ex 十 ,来 近 忆 地 代 夫 范 煞 
%“， 合 得 绝对 偏 益 
一 aap|X2 一 《G 十 吕 | 《1<sY<s3》 

为 阴 小 ， 
解 考虑 函 数 

4 人) 一 攻 一 anpC3 一 (cxX 十 2 


了 一 X 一 芝 G 十 已 ) ， 


直 于 -9 二 一 2x 一 a， 故 当 闫 定 oa,6 时 ，FKxya, 5) 只 在 . 


x 一 江 处 达到 极 值 f(-3 cb) 当 限制 1<x 反 3 时 ， 


只 有 当 2<=a<= 6 时 ，f7Kxzsop7 才 可 能 在 1 一 < 一 3 内 
部 达到 极 值 ， 于 是 ， 

| maxjFs 《1sG 古 )，F2KC3， 人 ay 晶 ]， 
扯 KG+ 吕 7) 一] Fa 站 2~--Q<=-65? 


[ 贡 呈 科目 1 于 六， 了 23 去 2 或 ga 六 6 


从 上 上 式 得 知 ， 对 一 切 (e ,的 均 有 xCoyp) 一 0 
设 从 上 式 已 解 出 平面 区 域 恕 :2 及 人 4s， 使 得 


了 2K1 Gy 直 》 一 《1 一 各 一 六 3 《加 ， 忆 )E 避 1 

2K3sGy 百 一 人 3 一 3G 一 Di KG， 人 

F( 了 .ab 一 (各 十 扑 ，KaspDEO。， 
2 一 各 。 

由 于 wap 0 ， 不 难看 出 丰 a:B 在 区 域 吕 :CT 一 1， 

2,3) 内 部 淘 无 静 业 点 .和 王 看 区 晟 过 办 的 状 更 .以 吕 1 及 

2s 的 这 界 项 例 . 衫 据 sa 的 连 然 性 ， 即 知 在 边界 上 

有 拱 6:p)7= 一 (1 一 E 一 522。， 甩 清 条 件 

下 面 我 们 求 满 足 条 性 极 戎 的 必要 条 件 的 点 ， 设 

了 Ke 一 《1 一 下 一 站)3 + 和 Ga 一 6 一 ( 邱 + 直 


阅 
ai 一 
| 可 ZKCL 十 4CLE 一 安 一 下 4ef 十 二 ) ， 


| 
引 他 百 ) 一 ] 


眉 王 谋 匀 
1 证 一 一 201 上 (1 一 5 一 站 一 24( 打 十 )。 


DBD D 开 、 _ z 
使 5 一 0， 一 0 且 满足 条 件 1 一 sz 一 b 坟 0 ,所 十 
天 0 的 点 没有 ， 


同 读 可 证 ， 亦 只 : 22: 到 好 3 223 的 边界 上 也 无 静 上 下 
点 .但 是 ,akayp) 一 定 在 区 域内 达到 最 小 值 . 因 比 , 兵 能 
在 如 22 ss 的 边界 交点 上 取得 最 小 值 ， 即 在 满足 方 
程 


加 加 加 柯 卫 、 卫 
《1--G 一 态 )2 一 (9 20 一 吕 ) 一 《人 十) 《3 了》 


3 本 


的 点 (ae 上 取得 景 小 值 .方程 6 1 ?可 转化 为 下 面 四 组 
方程 


[ab 一 9 一 36 一 0 一 一 ( 邱 十 b， 《2 
1 一 6 一 5 一 9 一 86 一 昌 一 生 十 b， - 37》 
妾 过 
1 一 s 一 8 一 一 (9 一 3 一 殷 一 一 ( 写 十 昌 ， 《4》 
人 但 
1 一 5 一 B 一 一 (9 一 Sa 一 坟 ) 一 写 - 十 蝇 。 《5》 

方程 组 《2 》 无 解 . 
方程 组 ( 3 》 的 解 为 =4，6 一 一 也 .对 应 的 人 一 二 。 
方程 组 (4 ?的 解 为 8 一 2 :8 一 1. 对 应 的 4= 2 ， 


方程 组 5 5 ) 的 解 为 4 一 6 .5 一 一 7。 对 应 的 L 一 


4x 一 艺 来 近似 地 代 赫 函数 *>， 即 可 使 绝对 偏差 <4 为 
最 小 ， 且 -in 一 寺 、 


32 了 


第 七 章 “” 带 参数 的 积分 


8 1 。 人 带 参 数 的 常 光 积 分 
1” 积分 的 连续 性 ”车 画 数 帮 x，2%7 于 有 办 的 城中 fa 守 


X 委 4 居 3 安 召 ] 内 有 和 定义 并 且 是 连续 的， 则 


权 
FC2= 人 FrCxsyDda 


是 在 闭 区 间 5 拓 > 生 妃 上 的 连续 函数 
2” 积 分 符号 下 的 微分 法 ”车 除 在 1” 中 所 已 指明 和 的 条 件 


间 


吕 『4 -全 
二 全 Fo 可 X 一 全 Fixxsy)dx 


为 真 ， 

在 更 背 记 的 情 襄 下 ， 当 积分 的 限 为 参数 ?的 可 短 分 画 数 
gf 得失 3 并 且 当 一 3 一 昌 肝 和 雪 的 3 和 如 < 扫 包 2 
< 去 了 ， 有 ， 


二 由 【f) 
了 了 xc20Q7 


一 天 多) 忆 ] 贡 的 区 一 天 [的 CD 36 人 3 
击 攻 中 
上 全 ”天 CGesy)ax (By<B) - 
如 【《 量 ) 
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3” 禹 分 符号 下 的 积分 法 “在 1 的 条 件 下 有 
了 可 和 人 Fopax 一 全 ax 人 Feyy?ady。 


5711。 证 明 ， 不 连 急 酌 数 jx 3 一 sgaCx 一 2 的 积分 
工 
本 397 一 」 Arax 


为 连续 函数 . 作 
省 亢 数 zx 一 下 (37) 
的 图 形 - 
证 ” 当 一 ce 一 
一 9 时， 


1 
FCy) 一 人 1ax 


一 了 
当 0 宏 3 安 


1 时 ， 


图 7 了 '1 


痢 ] 
芋 《3) 一 了 (2 Cfw% 十 上 1* 好 和 一 1 一 2 和 
当 1 一 ?一 十 co 时 ， 


了 
F(y) 一 < 一 1Ddqx 一 一 1 
由 于 
1im 玉 K323 一 1mxt1l 一 232 一 1 lm P(y) 一 工 
8 一 十 站 N 一 十 中 丰 一 一 必 
且 下 Ko? 一 1， 即 有 
区 


五 (十 02? 一 五 5( 一 07 一己 (07， 
故 # 一 Ps 当 ?Y 一 0 时 为 连 钞 的 . 
同 法 可 证 xz 一 刁 (y) 当 y 了 = 一 时 为 连 彝 的 . 尖 
3 夫 日 ， 3 二 1 工时，# 一 刁 (3?7 显然 连续 . 于 是， 一 
ECy) 在 整个 口 y 轴 上 均 为 连续 的 。 如 图 ?71 丽 示 。 
357]12。 研 究 国 数 


2 2 qd 

级 连 急性 ， 其 中 乒 x 在 闭 区 间 50 . 1 上 是 正 的 连 雏 
函数 . 
解 当 y 关 D 时 ， 被 积 画 数 是 连续 前 。 困 此，PC2) 
为 连 急 函数 ， 

当 3 一 0 了 时， 显然 有 有 五 07) 一口， 

当 yy-0 拷 ， 讶 关 为 关 2 在 ro， 上 的 最 小 
复 ， 风 和 一 0 .由 于 


】 
二 《YY) 祈 站 一 maro to 
及 


。 工 本 
Linm arc tr -一 一 一 
2 8 一 了 


故 有 


im 严 (y) 六 PE 一 0， 


8 一 十 员 
于 是 ， 呈 307 当 2 一 时 不 连续 。 
5715。 求 ， 


与 27 


与 3 可 


1 十 可 世 
1im 一 -一 一 一 一 一 
(a) 0 相 十 区 2 十 安 2 


上 
《6) 1im 人 大 二 aa do 
加 = 各 一 工 
名 
改 瑟 7 li 2eos 讶 区 旭 区 和 
后 一 四 由 


。 1 氏 转 
(rry iim | 一 一 -2 
? 1 +(1 二 立 ) 


1 、 
解 《ay》 因 一 下 25TCa ， 4，1 十 2 都 是 连续 函数 ， 


故 含 参 变量 c 的 积分 Pa 一 人 “一 -cs 是 


1 十 区 二 父 > 
2 在 一 = 一 4 一 十 co 上 的 连续 函数 ， 因 此 
Ti tm 和 
己 一 站 可 下 十 区 关于 迹 二 


， 1 过 区 
一 1 一 一 一 一 
im 五 (Ca) 一 下 (0) = 人 二 


《6) 同样 ， Fa = 人 va dt 是 -co-=e 一 
十 se 上 的 连续 函数 ， 困 此 
lm 人 vas dx 


一 全 


工 _ 
一 下身 下 《0 一 人 】 vax 


1 
= 了 区 巡 X 一 1 
外 


[E> 同样 ， Fa 人 Ma2005 华 X 加 % 是 一 co 一 贡 一 
0 


1im 2 民间 5 忱 敌 芝 尖 


卫 一 站 


一 lim 记 (c) 一 Fo) 一 全 xzax = 号， 


cr> 考虑 二 元 函数 


】 
1 -HKIT 十 xy) 


， 当 和 生 3< 和 1， 
0 一 ys1 举 ; 
1 
上 十 全 


| 
下 和) 一 
L - 当 0<sxws1，2? 一 0 时 ， 


由 lim (1 上 as 一 c 易 知 fxsy) 是 0<x<1，0<y 


4 二 站 


< 1 上 的 连续 函数 、 从 而 积分 FC2) 一 人 70csDdx 
是 0 芭 y 窒 1 上 的 连续 函 数 ， 因 此 
lim 严 《Yy 7) 一 二 (0)， 


才 一 十 总 
从 而 更 有 


， 1 
1m 一 -一 一 


no 时 1 二 (1 十 全 


写 2 乡 


一 lim 三 《二 一 了 拉 吕 3 一 人 fxsoodx 


必 一 om 


开 上 
一 三 - 汉 一 = 一 | 一 1 28 
人 示 王 “人 和 1 十 ee 


3714。 设 琐 数 六 2x) 在 闭 区 间 [e，41 上 连续 .证 明 


lm 方 人 . EFCF 二 By 一 FDIdt 一 PFCxDI 一 Pa》 


We 十 站 所 
《9 一 3 一 4)， 
让 ”由 于 80 在 (Ke，-0 上 连续 ， 起 在 (Ge，- 上 存在 
有 厌 函数 ,于 是 ， 
tm 二 六 CFGt+ID 一 ACGD3dt 


下 + 上 
-工矿 
= 扩 m0- 《 十 下 ?一 下 《GE 十 用 ?一 天 (YY 十 了 提 ] 
三 一 十 站 正 - 


_lim 王 CX 十 有 一 亚 芭 区 7 in Ca 士 疗 一 尼 Ca) 
下 态 Re 二 素 
一 疡 fx 一 下 玉 厅 一 关 2 一 Ca7。 

3715 . 在 下 起 中 杏 于 积分 符 续 下 完成 极限 运算 


1 
Ti ma 莹 ee -条 ww， 
如 必 昌 人 
解 不能: 帮 实 上 ， 
包 表 衬 
了 im 一- 它 32x 一 mL[ 一 世人 ) 
一 折 表 下 站 入 
了 工 一 1 1 
一 1 -一 由 一 -- 
xn 瑟 。 》) 一 本 


30 


而 
有 & 
线 (ltm 一 3 取 -天 ) 如 一 人 oax= 人 。 
人 


3736。 当 一 0 时 ， 可 和 理 根 据 菜 布 尼 兹 法 则 计算 函数 


下 
FC2?= 人 mw 天 二 35 dx 


的 导数 ? 
解 ”不 能 . 事实 上 ， 我 们 有 :， 当 y 坟 0 时 ， 


了 (3 一 人 mv 证 5 过 


过 四 时 


一 %ln 25 下 7 
一 人 
一 nsAT 十 和 -了 了 G (一 -aa jax 
一 jnwALI 十 y3 一 1 十 和 arct 攻 了 
到 有 
1 
Fo 一 人 mxdx=slnx|. 一 人 ax= 一 1- 


外 此 可 知 


(3 一 忆 CO7 


Fo 一 mm， 5 


古 


卫 忆 


一 1it 


_ICIL 十 2) +aretg | 
忆 


风 * 十 息 归 划 
_ 亚 
一 学 ， 

下 十 一 避 县 


一 im 一 二 区 十 HIG ed] 


是 -一 眉 


下 
一 一 七 -9 


了 


故 五 上 02? 厅 存在 。 
另 一 方面 ， 当 xx 一 0 时 ， 


避 ~ 
Eu 下 
(3 四 二 )| 


由 此 可 郑 ， 当 2= 0 时 不 能 在 积分 叶 下 求 导 数 ， 就 是 


求 右 导 数 或 求 左 导 数 也 不 行 ， 轴 为 


严 4C0)7 一 翌 六 0 


=- 人 ( 汪 we) 外 dx 


7]7 ， 


3s718. 


下 "0) 一 一 瑟 寺 0 


过 蕊 ， 
也 到 是 


] 右 
-人 训 mva 
蒂 
瓦 Cx] 一 人 三 *- Ye 
计算 妃 扩 xx)?， 
过 一 亚 多 和 
f 一 捕 2 。 了 
解 六 2 一 局 入 《278 xz 
荆 区 | 
一 一 一 。 开 
旭 芝 表皮 
立 
于 -- sg 
工 . 局 芝 《s )Gy 
村 
=2xe ee 一 人 ae 一 2 
设 ; 
《ay Fa 一 人 es ”dos 


中 十 立 1 
6》 FCo= 人 -cs 


《RD 天 一 全 全 dx 


《TFT 《e) 一 人 7Ce+a， 看 一 应 7 基 


末了 于 子 


与 了 4 


王 中 十 可 
CGO Fa 一 人 ae 人 sincxs 上 + 一 az)dy， 


汞 五 Ca7. 
解 蕊 科 可 人) 一 一 siana 人 Ce siaa1 enos 元 esiecose| 
二 人 ”red 
{ 6 王 时 磋 37 一 sia cf ee 十 必 > sitm cfKG 十 如 


疡 十 - 人 普 好 十 婚 


中 十 字 
+ Cg 丈 顺 国 革 
本 十 汪 


一 并 上 
一 人 六 十 百 二 避 


sia 三 [ 扩 十 加) 


一 (六 十 二 Er Jaia GCCG 十 G》， 


《B? 已 1(e? 一 二 IJnC1 二 2 十 人 二 cx 


9 下 十 辣 站 
一 全 In(I 十 cs)。 
fr 让 一 X 十 和 ， 一 人 一 尼 ， 则 
王 《cx 一 们 Asse?dz- 
于 是 ， 


下 Ca) 一 Ca 0 二 人 (Coso 一 及 (asoo3dx 


一 Fe 0 十 2 人 疡 Caso)ax 


一 全 c Kg 十 产 Co 


一 站 C2c。 0 二 2 人 PCaoDdz 
- 


一 二 生 3 


一 EC2c，D) 十 之 全 Acasaas 


上 一 灾 


一 站 三 十 全 ， 克 一 企 》 


上 一峰 
一 gze，07 十 2 全 Feaoaoax 
口 
一 [FFC2cx 07 一 Fa 一 弛 7) 


一 Ca， 一 o) 十 2 太 关 Goo)dx。 
司 

Cr 有 Fo 一 ac 六 sinCae 二 2 一 ez)dy 
克 2 一 多 

_ 3 可 本 2 2 az 

+ [二 人 an 十 > 一 3 2 

本 2 十 恋 
=zc 加 singc 十 2 一 09 


十 让 ancxs+cz+az 一 aa 


一 sinfw2 十 《一 全 ?2 一 嫂 2 一 1 


了 邓 


届 十 正 
二 太一 2a3ees (xz 十 和 因 一 az) ad ax 
一 ze 人 Sin 十 YY32 一 袜 2 引 过 
于 
+ 了 inczx? 二 zaz) 十 sin(ax? 一 2aa) 
由 
二 人 (一 2ayees(Cx2 十 92 一 a23d3 faz 
宇 
一 2a 人 sinCa4 二 yy 一 a29G3 
了 
+2 人 中 吕 闪 2 有 5 生 放 和 这 于 


一 2 作 dx 作 osxs 二 22 一 aaody， 
5719。 若 
FCzD= 人 (x+y)7C22dy， 
其 中 2) 汶 可 微分 的 函数 ， 求 王 民 x)， 
解 玖 Cxy 一 2x Fox 十 人 72ay， 
一 FFCYDH2 和 FT 芝 十 天 (5 
一 外 十 2 加 天 信和 
5720， 设 ， 
由 
严 CxD) = 人 Flxz 一 yldy， 


其 中 Ga 一 5 及 F 关 o) 为 可 微分 的 男 数 ， 求 瑟 wCx)， 
解 当 xcEKo， ?2 时， 由 于 


536 


下 
FCOD 一 人 (xd2 十 人 (> 一 2AC2d2， 
夏 有 有 
FI 一 -和 太一?ay 
一 -和 -全 cy 一 zf07d2 
六 
= 二 CCx 一 DG]dy 
了 总 d 
一 CC 一 YI 字 


一 全 Fe) 可 3 十 人 Fooyay， 


天 AKCxD? 一 j 站 2 十 02 一 闻 CY)。 
当 基 区， 了) 时 ， 便 如 xs， 则 


五 【YX7> 一 全 Co 一 xDACzoay， 
夏 有 


五 仆 2》 一 人 全 Co 一 2DfC223a3 


一 一 人 Fo?dy， 
站 Ce 一 0 
避 理 ， 对 于 * 关 口 也 可 得 三 MX 一 0 。 总 之 ， 
5 了 7 


2FCX7， 当 区 后 【G， 7 3 


FACx) 一 上 
D ， 当 交 EGG，DD。 


572T。 设 : 


上 


] 看 
机 《名 ) 一 硬 全 喧 人 FPCzTE+mDa 《8 日 >， 


其 中 JCx) 为 连 急 国 数 ， 求 已 此 %) 。 
解 已 C(z) 一 -7 本 人 Fe+E+mDdn 


1 上 十 二 二 有 
有 | Gapaa。 


于 是 ， 
下 (xz) 一 - 庆 人 FEa 人 ，7Goda 2 


一 - 记 - 人 CCx+e+ 有 一 fx 十 ]d 


_- 志 人 人 ， Fapaa 一 ”1Caoda ， 
有 AKCx) 一 - 记 -CCx 十 2892 一 态 十 有 一 COx 十 下 
十 FFCxD7 
一 -总 -CCKx 二 28 一 2f(x 十 8 十 FCx2。 
3722。 设 ， 
五 5K%y 一 六 Fapkx 一 Da 
站 


全 甩 丰 


求 瑟 所 Cox)。 
解 王 /fx 一 CCDCx 一 Dadi 
电 基 - 
一 人 9 一 1 人 FDC 一 本?adt， 


Fw(s) 一 人 9 一 DG 一 2) FDCx 一 Dedt 9 


汪汪 直 大量 齐 尝 二 让 由 遇 生 


所 CTX》 一 (7 一 1737 人 rc?at， 
最 后 得 


人 《各 7 一 【下 一 站》 天 区 全 
3725. 


在 区 疝 1 反 Y 反 3 上 上 用 线性 画 数 gs 十 px 近 人 做 迎 代 替 范 
煞 xD) 一 邱 2 ， 使 得 


作 5e+sx 一 zzzdx 一 min。 
革 


解 “ 设 巨 Co， 一 人 Ca 十 bx 一 xsJadx ， 则 由 于 


Fa py 是 a 和 交 二 元 连 函 数 ， 并 且 易 知 当 
f 一 AGE 十 一 二 co 了 时， 王 ap 十 ceo 旋 天 Ca) 
必 在 有 限 处 取得 最 小 值 . 多方 称 组 


7 本 一 一 52 
人 35 = 上 《十 百 区 一 和 2 这 革 一 4 十 8 权 一 0， 
3 殖 本 ,2 

号 全 一 2 人 xCe+px 各 23 旭 站 


一 aa 十 呈 8 一 40 一 0 


节 了 人 


724 。 
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得 唯一 的 一 组 解 oa 一 一 二 -， 5 一 4 


于 是 ， 当 o 一 一 -全 ， 8 一 4 时 ab) 这 最 小 


值 ， 即 所 求 的 线性 尔 数 为 4x 一 -全 


依 条 件 ， 晒 数 e+Tbx 及 TI 二 xz 在 已 知 区 条 0，11 

上 的 平均 平方 差 为 景 小 ， 求 近似 公式 
AT 十 YX 省 BX 《0< 扫 YX<1) 。 

解 ” 技 题 设 ， 即 在 区 间 0 和 ”< 反 1 上 用 线性 函数 十 gx 

近似 代替 函数 fx 一 wwTT22 ， 使 得 


人 +bx 一 wIT 姑 ?772 可 革 一 min。 


设 严 (a。 的 一 人 (e+8bx 一 wTIT5)zdx, 刚 严 (asb) 
是 ae 和 卢 的 二 元 连续 函数 ， 并 且 易 知 当 r 一 /5 十 5 
一 十 co 时 ， 站 Ce- 十 cy 夏 严 Ca) 羽 在 有 了 上限 处 取 
得 最 小 值 ， 解 方程 组 
-一 2 人 +6x 一 vi 关 人 
一 2 十 站 一 [2 十 lnfLI 二 AZ 一 0 
所 


OP 1 一 -一 
-2 人 Ca+5x AT 十 郑 2 》 二 于 


「 
| 
| 
二 
| op 
| 

人 


一 o 十 也 一 了 (2w/ 王 一 1) 一 0 
得 唯一 的 一 组 解 as0D.934， 也 所 0,437， 


于 是 ， 当 6x0.934，Bv0.427 时 。 天 ap) 为 最 
小 和 值 ， 即 所 求 的 近 介 公式 为 
AT 十 X3 0.934 十 0.427 《0sxsS127 。 


5725。 求 完全 权 圆 积分 
互 (外 一 人 wii do 
瑟 
Fi 人 ae (0--8--1) 
0 AAA1 一 和 真 2ain2op 


前 导 函 数 并 以 函 闭 瑟 (R) 和 五 CR) 来 表示 它们 。 
证 明 五 (2 渍 足 投 分 方程 式 


ECR) 十 二 已 CR 十 芋 人 人 -bb 


CR) 一 一 人 sinemp  ， 
解 二 2) 0 AAA 一 访 29imn2g de 


本 人 《1 一 让 2ain2p》 一 上 
二 AAA 工 一 局 5sim2gp dg 


= 间 人 wii 好 几 


-2 7 ] 


五 ( 阳 一 严 (C 多 9 


瑟 《12 


于 竹 了 


FiD= 全 具 Bi 反 -3 0 
8 《1 一 让 2 sina2 的 ?人 


可 后 


了 工 二 站 
一 尼 2 i 习 多 3 


+ 到 作 。 


中 


" 二 3in2 让) 
我 们 易 证 


《1 一 Razsinzoy 冯 一 二 [1 站 zsim2go) 杰 


2 加 
一 -二 - 洛 Com 六 GDs 的 1 -一 下 2simz 扩 了 的， 


[> 


本 


王 一 马 
了 萎 生 一 起 2ai 和 2 的 ) 二 引信 
0 


一 本 G 一 sinzp)tdm。 
于 是 ， 


FF 一 一 -和 二 -RE K2) 


由 《1)》 式 ， 对 疡 再 求 导数 ， 并 注意 到 《2 )》 式 ， 即 


了 4 人 


得 
五 民 相 二 _[ 百 !(8 一 严 108) 一 [已 (了 一 严 CR 


严 


BC ECR》 EC ECR) 
[ 。 玉民 人 1 一 总 2》 
喇 三 


下 一 &ER 


了 5》 克 7 玉 》 
1 一 号 中 了 


划 


0 五 (和 3 
再 -有 _ 一 
殖 ”(R 十 二 二 二 一 0。 


5726， 证 明 。 尽 指数 ”为 整数 的 风寒 尔 函 数 


一 二 人 soscne 一 z Sin 依 》 如 加 


计 足 反 团 尔 方 程式 
着 2》 十 车 和 ?十 《%52 一 站 237 CCXD 一 0 。 


证 Ji(x) = 去 人 sino'sin(np 一 wsino)adp， 
息 


Ja》 一 一 二 了 Sin 和 -OO 引力 一 X sin 的 ?0 
性 


于 是 ， 
区 2 》 寺 芷 近 和 3 二 《%3 一直 2 区 


一 -二 上 [CCX28in2g 十 22 一 %2a3coaKH 的 一 区 sin 区] 
“ 站 


一 党 8jia 玉 * Si 和 一 攻 5in 人 的 让 ap 


瑟 必 学 


1 人 = ， 
二 一 - 二 人 CC 一 xseosspyeosCap 一 < sin 字 
一 必得 in 的 * ai 区 《用 略 一 天 3 了 让 7 让] 台 扩 


一 一 二 (Ca 十 x eoe 入》 if 站 信 一 六 6in 的 ) “ 一 属 ， 
， | 


本 题 获 证 。 
本 7 了 27。 设 ; 
一 人 opCXDOG 
了 工 (Ca 7 
其 中 国 数 Kx 及 其 导 范 数 o1x7 在 闭 区 间 6 近 x<a 


证 明 : 当 0 一 cc 时 有 
Do 人 era 
TO 
证 当 >x 一 2 时， 一 般 说 来 被 积 函 数 变 成 无 穷 ， 所 以 
我 们 不 能 直接 在 积分 号 下 求 导 数 ， 设 Y 一 ct#t， 则 此 积 
分 变 成 以 下 形式 


TKoD 一 ww/ 忌 人 -dd 


由 于 -7 这 六 在 LO0，171 二 绝对 可 积 ， 夏 可 利用 积分 
导 下 求 导 数 的 公式 ， 于 是 ， 


1 


1 全 )》 
T 2 
Ka7 5 2 


5 相间 


人 
再 将 光一 姬 代入 上 式 ， 得 


To 一 二 人 一 2 二 一 一 


寺 + 二 - 闪 人 Xe。 
利用 分 部 积分 法 可 得 
了 人 pk)y 
< 7 此 一 一 cd 


也 人 -一 
二 0) 十 】 piICx3yadxe。 《29 


《1L7》 . 


”区 
6 AAA 证 一 于 dx 


多 
OCX 
十 xz 一 2 ad- (3 
将 (2) 式 及 3) 式 代 入 《1) 式 最 后 得 
一 _oK0) ee 
Co 一 - 玫 2 + 全 LA da。 


5728。 设 耕 函 数 


(MX 一 人 Kxsy)oy?ady， 


当 帮 


其中 


克 et 人 车 Y<34 
汪 由) 一 
YU 一 X7， 洲 守 = 一 3 


及 以 2) 都 是 连续 的 ， 证明 已 知 图 数 涡 足 方程 式 


吨 1 区》 一 TD 【DY LT 。 
证 ” 宙 题 设 得 
zz 一 人 20 一 2a(2)d2 
二 全 xzxG 一 yo(y)ay。 
于 是 ， 录 导数 即 得 
ax 一 %(1 一 xx 一 人 > uCy2dy 
总 


一 xC1 一 xpCx) 士 人 CGI 一 ?7oCy2dy 


一 一 全 3 2637 O9 十 人 Gecyay， 


呈 丰 一 一 第 三 一 《一 区 区 7) 一 一 克 六 )9 


所 以 ， 函 数 发 x? 渍 足 方程 


世人 和 一 一 DKXD 【DT) 。 


5729， 议 ， 
五 Kx yy 一 人 发 芝 一 另 2 3 基 ， 


其 中 FGz) 为 可 微分 的 函数 。 求 囊 (xyy)。 
了 


解 ” 下 sz] 一 CCX 一 XU DAYX2YD 十 上 了 CsJcl2， 


了 《区 3》 一 《和 一 %3 CNY 
十 勾 习 一 23YDFCXYD) 
十 多 ( 兴 一 入 多 2 下 的 各 各 光 


Co 二 3 () 
一 区 2 一 3 人 汪 芭 7 
十 区 2 一 323 下 信和) 
本 和 
十 一 (7 
5730.， 恋 7Cx) 汶 可 微分 两 次 的 男 数 及 了 Kx) 为 可 微分 移 国 
数 ， 证 明 ， 男 数 


xx 1 一 了 CCx 一 af 二 FOX 十 df 
了 工科 呈 有 ” _ 
十 -二 人 FGz?dz 
满足 汞 振动 的 方程 式 


zt _ 22 ， 


本 
芝 初 值 条 件 :， MXo0)? 一 (7)， 人 《和 0) 一 工人 7)。 


证 2 一 了 [一 afpKs 一 a 抽 十 GFMX 十 的] 
下 立 
十 村 瑟 (Cs 十 ch 有 于 训 碧 (x 一 afD， 


本 7 


纯 下 他 


， . 
3 生 一 二 [azF0Cx 一 of 十 人 Cx 二 时 7] 


十 号 已 Kx Tet) 一 达 王 的 % 一 5 攻 1》 
_9U LTrFCYX 一 ai 十 1 爷 十 G 让 
所 区 2 


1 1 
十 一 -上 (十 GH) 一 - 吉 所 《区 一 和 3 


号 生 一 二 CCx 一 of 十 FPCx 二 af] 
本; 1 一 
十 了 十 人 区 所 7CYX 一 Gt7 《2 


比较 《1>》 式 及 《2 式 ， 即 得 


紫外， 还 寿 
uCx，0) 一 此 CFCx 一 0 站 十 fx 十 0 人 


工 六 站 和 


E 
2 FTCz7q2 一 了 (xD)， 


让 07= 二 [一 a 了 TCD 二 区 X7 
十 二 FC2D 二 村民 (xz 一 忆 (x)。 


本 题 获 证 ， 


3751。 证明: 车 函数 Fx) 在 闭 区 间 [0 ， 启 上 连 的 及 当 0 和 


< 时 (5x 一 点 )2 十 2 十 22 夫 0D， 则 通 数 
六 3 
2 ， wwAX 一 上 3 十 3E 十 二 3 
满足 拉 莫 拉 斯 方程 式 


站 了 局 全 中 虽 2z 
3 二 本 3 十 Dz2z " 


证 ”利用 积分 号 下 的 求 导 法 则 ， 得 


OU 了 2 区 一 ECEDdE 
9 员 [K 和 一 本》2 十 区 2 十 各 3] 多 


一 了 - 《 文 一 上 FE)aE 
fx 一 上 2 十 2 十 zs 这 


上 一 全 天 [ET3 一 扣 32 一 人 人 一 2 
[C 区 一 和 22 十 区 十 z2] 到 


同 法 可 得 


2 人 了 (KE [ 一 《2 一 是 222 一 2 
宇 
67 ”9 Kx 一 多 2? 十 加 十 z2] 生 


全 了 [二 7。[ 一 世人 一 一 急 “一 和 5 十 2221a 
(zx 一 起 72 十 92 十 2 
交 《I)、(a) ， 《3 三 或 机 崩 ， 即 证 得 


站 2 引 站 2 由 
575 十 ya 十 


az 一 0。 


《3) 


入 玫 9 


应 用 对 参数 的 微分 法 ， 计 算 下 列 积 分 ， 
3732- 人 Ce*sinsx-r5arovexDdw。 
解 ”将 吕 视 为 混 数 ，a 视 汐 参 蛮 量 。 念 
T(o) 一 六 iacassinze-+bzeoszzIdx， 
总 
先 设 ao 一 6 ，6= 0 ， 我 们 有 


3 让 2 
了 ay 了 -20snX xi 


和 En 


区 


3 二 
小 一 让 ， 圳 TCD 一 全 全 sinz> 9Yx 一 -8 机 
菩 4 去 则 作 代 换 上 一 tx 得 


了 ?== 全 0 
区 “人 Ci 二 1)〔( 寻 十 尼 


辽 
一 公 ( -are t 疼 记 
下 鲜 十 呈 
人 2 外 ， 
节 十 百 “ 
耳 毕 
To 一 一 工 一 (0 一 a 一 -Heo) ， 
如 十 


35 必 


各 分 之 。 得 
至 一 元 1agfa 十 二 ) 十 后 《DG 一 十 co) 


其 中 上 为 基 常 数 . 令 sa 一 nn， 得 
了 一 三 ln2p 十 所 ， 


而 TCD= 人 apsdx 一 inab, 代 入 , 解 之 ,得 
C==im 志 .于 是 ， 
Tray 一 疼 Ina 十 吾 3 十 In 村 


《0 一 0 一 十 ceo) 。 


一 io .2 十 已 
ln -一 5 


车 sa 一 0 或 8 一 0， 则 可 化 为 ae=0 且 60 的 情形 ， 
得 


了 Ka? 一 人 cossinsx 二 Baeosaz)dx 
日 
二 人 mclal 82 十 丰 | 2eaoa8s 和 3 吉 基 
中 


一 玫 1al) 一 rr ma 


lal 上 6 
2 


于是， 不论 详 忆 是 正 是 负 ， 在 任何 情形 ， 均 有 


人 1ngazainz 十 由 26082% DGw 一 开 Da 了， 
卫 


3735E。 人 mci--za cos 党 十 下 2 C。 


551 


解 设 Ko)= 人 in(l-sacosx 一 adx， 当 lo| 一 1 
时 。 中 于 1 一 2Geos% 十 2:1 一 2|d| 十 a3 一 (1 一 1c|3s 

0D0， 页 lnf1 一 28cos 一 2 尖 连 继 通 数 旦 有 其 衣 连 
续 导 数 ， 从 而 可 在 积分 号 下 求 导 煞 ， 将 T(a] 对 a 求 
导数 ， 得 


7 二 一 2 c05 外 十 2 
1 了 1 一 2acoayX 十 6 dx 


= 十 全 G+ G2 一 工 5 Jdx 


1 一 2 eos 部 十 站 


一 工 、 1 一 9 下 边区 
允 GE yo 十 E27 一 2G Cos 区 


亚 1 一 2 
al+asy 人 一 一 


于 是 ， 当 al 一 1 时 ， ra) = C 《常数 ) .但 是 ， 
TO 一 0， 故 己 =0， 从 而 Ta 一 0。 
当 lal 一 1 时 , 令 避 = 二， 则 151 一 1。 并 有 
一 . 
了 于是， 我 们 有 
地 呆 交 


了 GD) 一 人 (2 一 22 sp 区 士 ] Jax 


百 
一 (5 一 2 ln| 记 | 
一 一 2 了 ]a| 呈 | 一 2rlnlal。 
当 |al 一 工时 ， 


TD 一 人 ia2(1 一 cosx)dx 
自 
人 网 
一 人 aa 上 2 jn sin 互 】 过 企 
一 27 m2+4 人 masin 于 如 
站 


理 呈 
一 2 Ia2 十 外 一 去 ln21) 


一 站 | 
章法 可 求 得 区 一 切 一 0 。 
总 上 所 述 ， 故 知 


人 mca 一 2c Of 芝 十 下 天 
|  ， 于 19 15 
2 lalcl， 当 |al=- 二。 


*)》 利用 2028 题 (a7 的 结果 
*# 和 )》 利用 2353 题 4a7> 的 结果。 


人 3 了 


与 呈 下 


解 . 令 T(o) 一 全 rs，a dx ， 其 中 Flx， 9= 


用 T 土 古 [他 丰 吕 学) 
t 攻 所 


无 定义 ， 但 因 1 im xy 一 9， lim jx，a)? 一 0 ， 


和 + 全 一 自 


。 率 来 FCx，o7 和 企 x 一 0 和 > 一 也 叶 


放 若 补充 定 义 上 (0，a) 一 c, 所 王 ，a ) 一 0, 风 7Cx,a) 
为 0 所 xx 扫 瑟 ， 一 co 一 4 一 目 co 寺 的 连续 二 数 。 
吕 当 0 一 x 一 与 ， 一 ce 一 6 一 十 co 时， 


* 】 二 可 和 
区 中 一 = 
了 和 7》 六 1 十 GEt8E 


荆 
1 十 GEt 台 2 汪 “ 


而 按 规 定 7C0,c) 一 G， F( 志 ， G] 一 0， 故 


于 0 GD 一 1 ， Fi 二， a]=- DO。 


出 此 可 知 
】 
卫 十 全 省 和 和 
Fo《X GD 一 十 


了 当 0<% < 一 co ff 一 


0 
0D， 当 x 一 本 ， 一 ce 一 4 一 十 co 肘 。 


显然 三 芭 芝 GD 在 有 到 闻 s 反 本 ， 站 -二 一 十 ce 上 运 续 ， 


在 sx 去 于 ， 一 co 一 ea 一 0 上 也 连续 《注意 ， 在 点 
* 一 于 ，a= 0 不 馆 钱 )， 盔 由 积分 号 下 求 导数 法 则 知 
TO 一 FE 
《6 一 0- 一 十 co 或 一 co 一 0 一 0) 。 
作 代 和 换 15 x= ,得 〈 当 cz? 关 1 时 ) 


作 - 三 洗 _ 
o 1T 十 G2t 区 2 扰 


= 全 、 
o 《IT 十 3CI 二 6343 


十 om 
- 和 十 工 生生 :Er )dt 


一 殉 
2C61 十 1al>” 
若 2 一 1 ， 则 
入 三 避 
日 工 十 于 2+ 攻 2 芝 
一 人 sosszx dx= 寺 “CI+eos 2x0dxw 玛 . 
总 之 ， 有 
号 邱 5 


rr 人 ii 


了 一 汪 
二 9) 2K1 十 |e1> 


《0 <G 一 十 co 或 一 ce 一 ca 一 0 。 


积分 之 ， 得 


To 一 芋 ImCI+ea+TC， (0 一 0 一 +co) ， 


ICo) 一 一 斑 l]n 人 1 一 0 十 Ca 【一 co=-a--0) ， 


其 中 Ci，Caz 有 是 两 个 常数 .由 于 上 面 已 壕 Fx，o 在 
中 < 二 区 扫 本 ,一 ce 一 4 一 十 co 上 连续, 故 Tray 在 一 co 一 
2 一 十 co 上 连续 ,因此 ,1imm 玉 GD 一 im TKGD) 一 了 (CO07 35 
但 TO2=0，im ToCi lim ta 一 Ca， 
故 CC 一 Cz=0 .于 是 ,最 后 得 


Ta 一 号 sgnaln(i+1el) 〈 一 c=-=a-= 二 ceo) 。 


5373S5. 人 122， 他 clel-1) 。 


1 工 一 区 克昌 有 和 人 属 和 下 


解 解法 一 


设 To 一 人 1 十 sos 攻 ，d2 由 于 


1 一 Geocoa 和 03 因 


1 十 eosx 1 一 丰 2eDgss 芝 
一介 CS 学 1 一 2Ge03 等 十 下 32ceDS3 各 


工 一 可 
-0q 
” 了 十 2|| 十 G2 


号 5 部 


1 一 加 3 


本 《1 十 19 3 


芍 lm1Taesesax 为 连续 函数 ， 又 由 于 


1 工 一 应 避 0 呈 和 


> 0， 


寺 1 1 十 节 emDas 党 
se 】 也 
尼 四 村 六 1 一 区 民有 季 


1im 
下 
豆 


1nK1 二 Gat) 一 lngl 一 Gt) 


一 1im 


上- 弛 
”一 上 
_ lim _ 王 是 To 
1 一 0 了 


今 补 充 被 磷 函 数 在 “= 屯 处 的 值 为 2a， 即 易 知 被 积 函 
数 为 连续 函数 ， 且 它 对 e 有 连续 导数 ， 从 而 可 在 积分 
号 于 求 导数 ， 得 


5 
7 一 ET 十 一 ) dx 


十 arc + 划 (Y 1 cg ) 


_ 玛 


Vi 
有 从 而 了 Ka) 一 Tarc sinG 十 各 《1 一 1) 。 肥 TO 一 0， 
故 避 一 0 

57 


于 汪 ， 
人 1 十 Gcoa ， 过 并 


上 -一 安 RD3 天 COS 由 


一 站 aTcsinG 《al 一 1 。 


*7 利用 2028 题 人 a) 的 结果 


解法 二 “ 
把 被 积 函 数 形 成 下 述 积分 形式 
工 -nd 人 旭 沁 
CDa 蜗 1 一 eaoa 芝 日 工 一 在 24 252 


注意 ， 此 式 当 x*= 屯 时 也 成 立 ， 此 时 友 端 应 理解 为 其 
极限 值 


lim -1 .ln 了 1G9os 共 
二 吕 吕 二 六 工 一 台 它 03 邮 
一 


于 是 ， 当 e 关 0 时 ， 
信 茵 1 一 址 res 区 证 


工 一 站 焉 二 革 归心 生 涡 


-ze ix】 - 3 
1 一 GE 2 人 和 


本 全 天 
2 oo 站 站 一 @2 2cosex 


1 光 束 训 了 
= -一 一 -一 
四 1- 一 Gy3 了 


= 空 了 


t+ 


1 ， - 
一 下 G DaT5 右 1i 旦 入 一 冶 只 ITR 自卫 全 让 
蚂 


5 与 交 


当 @ 一 0 时 ， 原 各 分 显 热 为 零 。 夺 此 ， 


可 
人 1 十 Gacoa8 兴 ， 杂 史 
向 了 一 区 呈 品 引 关 尼 必 号 竺 


一 Tarcsina 13 -17>， 
- 二 


*s7 利用 2028 题 (aa 的 结果 ， 苑 得 
人 ” 王莽 
并 一 好 2 2CD82X 


1 全 1 I 
= 去 站 1 十 丰 光 二 由 上 芝 二 卫 一 他 沁 和 


.1 。 一 一 二 [are V 运 GJ 1 
己 -7 g 和 十 作 y 5 互 


5756。， 利用 公式 
aret 名 2 人 地 光 


芭 0 了 十 %232 
下 TC -和 二 区 
计算 积分 人 -ES 
1 Te 二 E 项 过 区 
解 了 天 了 工 一 到 
= 了 了 一空 一 2 一 
9 o 1 十 Xe “ 
由 于 函数 -一 -在 0 生 < < 有 1，0S7 近 1 上 和 连 


二 画 


559 


急 ， 且 一 万 二 在 CD 1 上 绝对 可 积 ， 故 上 述职 
分 号 可 变换 
站 aretgX 可 芝 
0 艺 na 1 一 和 3 
= 人 .< > 了 交配 1 ， 《1 


作 代 换 < 一 cost， 可 得 


了 已 
o AAA1E 一 和 2《1 十 避 275) 


查 


= 人 cf 
o 1 十 2cos2f 


杂 


一 ~ 1 dg 1 

7 只 工 吕 t 人 人 7 了 下 外 

二 。 

一 = 也 

2 /1 十 3 (2 

于 是 ， 由 《1 式 下 【921) 式 即 得 

全 arCt 名 光 . 研 届 

日 革 A 一 交 3 
了 红 过 昌 中 一 - | 


一 读 lnf1 十 w/ 王 ). 


:5 应 用 积分 符号 下 的 积分 法 ， 计 算 积 分 
560 


直 
于 半 _x Ka 一 0 ，Bp--0) ， 


D 1 区 


解 ” 首 先 注 意 ， 因 为 


tm 一 D9 
> 一 十 所 lm 革 

中 ?一 丰 肆 一 里 
lim -于 一 % -lim .2 一 G5 
w=+ | 一 自 了 学 sx 一 二 一 自 史 工 


一 一 
x 一 1 一 0 


故 位- 兰 一 和 ax 不 是 广义 积分 ， 并 且 ， 如 果 补 充 定 


0 ln 区 
义 害 积 画 数 在 < 一 0 时 的 信 为 0， 在 < = 工时 的 导 为 
一 6 则 可 理解 为 [0 , 11 上 连 枕 函数 的 积分 ， 由 于 


一 妆 < 有 呈 < 扫 
-的 二 关 wa 蕊 交 到 放 委 11】 


《注意 ，x 一 0 时 左 端 规定 为 0 ，x 一 工时 堪 端 规定 为 
吾 一 0)》 ， 而 画 数 ”在 0 YXS1，a<yso 上 连续 
1 -和 wx 
D  ]a 基 


-ceo Ja 


-人 dy -1 1 十 吕 
1 十 G“ 


35738， 计 算 积 分 


与 本 了 


5 必 他 


- -一 -一 --- - --- :一 一 -- 一 mi rmrmrr-m nerve 


1 六 -一 
【多 二 sim(in 坟 _ 训 基 ， 


lm 天 


习 虽 人 sox( ln 二 - 汪 -dr 《ec 0、p-0) 
解 (al 不 芒 设 ob. 
人 (in 二) 二 ds 
有 一 
= 人 sm(m 二 ) ax 人 和 ay 
站 - 1 
-2 Jo la)xo dx。 


这 里 ， 当 x 一 0 时 ，sin (ln 二 ) xz" 理解 为 索 ， 从 而 


sinf (in ) 巡 1 在 0 < 扫 Ys TI，6 拓 二 所 上 连 绕 ， 帮 可 


应 用 积分 导 下 前 积分 法 交换 积分 次 序 。 
作 代 换 x 一 e 一 ， 可 等 


1 I 
了 -一 一 且 
sm( 人 (nz zx 本 和 邯 
十 一 
= 了 EL Si 让 
和 


T 。 
TI 下 CT 二 ysT (3 二 1785 


十 愤 中 
一 6os 下 Je 一 0 
五 


1 


工 十 攻 E 十 3 72“ 
二 是 ， 最 后 得 
上 。 1 、 35 一 乱 = 
人 了 雯 一 二 -人 


3TCtgECTLT 十 右 ) 一 arctgKgL 十 如 ) 
一 

了 十 (LE 十 吕 31L 十 GD“ 

《6) 问 (a 7) 并 利 用 1828 题 的 结果 易 得 


1 寺 1 
ln 一 一 1 一 一 
sos 和 区 丽 莹 训 世 


一 人 ay 人 :os 二) 达 邯 


一 人 1 ay 一 工 2 
TI 下 7 27 一 可 CT 二 2 )|. 


[ 


二 站 站 二 名 


1 ， 奋 十 35 十 2 


加 在 汪 十 人 十 下” 
中 利用 1823 古 的 结果 ， 


37359.。 设 FCR 和 巨 CR) 为 完全 入 贺 积分 《参阅 癌 题 3725) 。 
证 明 公式 


二 
《 包 ) 人 CR 一 有 [CR 一 天 于 《 民 7 


三 避 了 


《6) 人 EC dp 一 了 [CC1 二 RD) 杏 (RD 一 庆 天 CA)]， 


其 中 钥 一 1 一 &2 
证 《a>》 利用 3725 题 的 结果 ， 可 得 
【 吾 《 下 3》 一直 天 拉 直 》] 
一 卫 /人生 2 中 3 下 天 《一 〔《 工 一 声 27 瑟 7 ( 丽 ) 


一 五 CR 一 下 十 2 和 8 瑟 fR3 


一 人 [ ji 多 加 人] 
一 户 严 《》， 
于 是 ， 
已 (的 一 各 玉 ( 有 一 人才 严 (a8 十 C， 


其 中 C 为 常数 . 但 当 = 6 时 ， 上 式 左 端 为 站 (0) 一 
Co0) 一 可 一 二 一 0 ， 而 右 端 等 于 C， 故 C=0， 最 后 
证 得 
人 严 ( 玉 7G 开 一 豆 (RR) 一 下 天 《用 》 
《6) 由 于 


局 [51 十 和 3) 五 (及 一直?( 天 1 


一 到 528 吾 C 和 十 《1 十 玉 2》 可 57 十 2 开 斑 (7 


号 引 他 


一 《 工 一 展 2》 近 入 要 7 


1 _ 百 KR) 一 严 (RD 
一 寺 2 瑟 (R) 十 《1 十 在》 -于 
十 28 互 (R -一 (1 一 下 2)。 [ 五 KR) 一 工人 


攻 卫 一 尽 2 
一 卢 五 ( 殊 ) ， 
夏 


了 CI 二 R2) 吾 (和 一 炙 (DO3 一 全 天 五 Ca 二 C， 
以 R=0 代 六 正式 ,得 扬 =0 . 于是， 最 后 证 得 
人 巨 (PD)dR 一 二 CC1 十 82) 百 CR) 一 A 严 KR 四。 


5740。， 证 明 人 公式 
人 三 <7oCxDdx 一 sx 世祥， 
硬 


其 中 7ofx) 及 CCx) 为 足 指 数 是 0 与 工 的 贝 塞 耳 函数 
《人 参阅 问题 3726) ， 


四 1 。 有 
证 57ocoda= 二 人 za os 全 sino gp]C0 
= 去 = 如 ceoace 一 san 0605 号 
十 aimf 部 一 入 Bi 阅 音 ?3imn 为] 三 扩 
加 再 __ _ 
一 艺 】 品 人 aeosCe 如 simg)Jeos p 芝 和 
+ 二 全 du 人 since 一 : Simn 的 78sin 提 巡 人 
如 


ET 


= 二 】 二 人 soso 一 Sn 的 可 (sin 总 )》 


去 三 ae 人 sing 人 一 臣 sin 入) 人 《Sin 人 妆 -- 风 ) 
了 J， a 


去 人 dm 人 sse 一 si DC si 克 一 歼 )》 
+ 二 上 zu eesCe 一 a si 的 ) 直 人 
+ 二 三 sin 9) 
二 二 人 加 人 sosp 一 ssineyde 
上 二 人 osCo 一 xsiaeDae 
一 ze :osCe 一 : Si 的 ]G 下 
= 去 全 本 人 cos 四 一 引 sin 反 ) 芭 0 
+ 人 基 工 DG 时 四 一 和 Si 扣 ] 可 信 
-二 全 人 sosCe 一 。 sin 人 ?三 反 


= 去 人 > ?9 卜 几 一 % in o]dp 一 交大 Cx)， 
上 述 和 从 式 审 的 被 积 衣 数 显然 为 4 及 多 的 二 元 连续 天 
数 ， 因 此 ， 交 和 防 积 分 顺序 是 合理 的 。 本题 获 证 。 
器 侣 


8$ 2 。 蒂 参数 的 广义 积分 。 积 分 的 一 数 收敛 性 
1” 一 致 收 敏 性 的 定义 ”着 对 于 任何 的 一 0， 都 存在 


本 


有 有数 至 一 五 (e7， 司 得 在 8 尖 电 的 条 件 下 有 
| 六 rexesoyaz|=e cy=ya) ， 
则 称 广 义 积分 


人 7cxsypax 长 


《其 中 国 数 fxXsyT) 于 域 ge< 扫 YX 一 二 co， yya 了 六 是 连续 
的 ) 在 区 间 《3%1，y?as) 闪 一 致 收 敏 . 
稳 分 《1 )》 的 一 致 收 化 与 形状 如 下 的 一 切 级 数 


于 位 ”FrGxzyyp2dx (2) 


他 四 由 


《其 中 下 一 0 -和 -人 且 jitm az 一 十 coy? 
-eco 


的 一 致 收敛 等 价 。 

若 积分 〔1) 在 区 间 〈y+，y2) 中 一 致 收 铀 ， 则 在 这 个 
区 间 内 它 是 参数 7 的 连续 函数 

2。 哥 西 判 渭 法 则 “积分 《1) 在 区 间 (yi,ys) 内 一 致 


政 伍 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 为 ， 对 于 任何 的 es 盖 0 芭 存 在 有 
数 至 一 Be)， 使 得 具 机 是 Bf=- 哩 下 5 有 网 


当 >: 一 一 ya 时 | (esoodxz| 一 


3” 外 尔 什 特 控 斯 判别 法 ”对 于 积分 《1)》 一 致 政和 化 的 


和 


与 厨 7 


充分 条 件 为 ， 与 参数 9 无 关 的 强 男 数 下 Kx) 存在 ， 使 得 


《1)》 当 6 扫 YX-< 十 co 肝 17Cx yy)7|<CY) 
杰 


《322 全 Fceax 一 Tc。 
4” 对 于 不 连 钱 函数 的 广义 积分 有 类 似 的 定理 。 
求 积分 前 收 黎 域 ， 


十 居 一 可 寻 
3741， 上 了 dx。 


解 当 a 关 0 时 ， 


2 二 1 
1 十 YY2 “十 %E” 


而 积分 


+ + 开 
一 一 一 -一 名 立 必 十 吕 < 一 一 
】 十 光 2 区 口 呈 ” 


丰 厌 积分 收 误 
当 4 一 0 时 ， 原 积分 显然 发 散 . 于 是 ， 


人 -过 dz 前 收 笋 域 为 o > 0 前 一 切 值 


?十 汉 = 
解 ”首先 注意 
(一 二 一 2 
37 十 9 《十 X232 “ 


纯 看 晤 


积 分 


基 maxCpO 二 1， 册 显然 当 “ 充 分 大 时 ,( -5 


2 
一 0 ， 从 而 当 x 充分 大 时 函数 -地 二 ve 是 递减 的 ， 并 
且 很 明显 ， 这 时 


。 2 
1 im 


~ ~-- 一心 
zeHeo 3 十 交 2 “ 


又 因 | 人 sos x dz |=isin 41 写 1 (对 任何 4， 


故 知人 风 必 D5 .dx 政 敏 . 


区 十 芋 


车 maxgpby os 窒 1， 则 民有 (二 一-) 滁 0， 


故 函 数 -5 芝 在 xz 上 是 递增 的 ， 于 是 ， 对 于 任 
何 正 整数 * ， 有 


再 
六 Rs 


民 区 
外 丰 天 避 ? 十 叶 < 


一 Zn 十 下 
一: 站 4 dx 


辽 空 四 机 3 十 吕 Y 
本 
”= 2 FE 十 FT 本 


2 
和 十 元 2 一 常数 0 ， 


故 不 满足 柯 西 收敛 准则 ， 因 此 积分 人- 芝 2 dx 


?十 又 且 


看 9 


33743 。 


3744 . 


7 站 


发 散 . 


十 号 目 
8 开间 总 
了 ed 


日 2 


解 其 9 一 0， 则 由于 积分 】 -二 -dx 仅 当 疡 ~ 1 


时 收效 ， 而 积分 人 -二 -dx 仅 当 户 <- 1 时 收敛， 故 积 


+” sin ， ， i 
分 】。 一 起 dx 对 于 任何 的 所 值 及 4 一 9 发散. 


站 
荐 3 拓 0， 岩 积分 


十 中 和 十 ca 
号 im 攻 
= 一 = 一 Si 了 
】 7 是 人 3 ?Sin 人 革 。 


利用 389 题 的 结果 即 知 ， 当 | 一 二 ”| 一: 时 ， 原 各 
分 收 和 


广 二 注 
co |Jn 办 | 皇 “ 
解 ”考虑 积分 


1 ex 1 dx 
人 | la xf =- be( 工 ] 


盖 人 ln- 二 Jadx， 
利用 2362 题 的 结果 即 知 ， 它 当 一 话 一 一 1 或 疡 一 1 时 
站 委 . 


再 考虑 积分 


2 
了 -mssi IETF 
由 于 
1imm《《X 一 工 = 1 im = 
2 六 二 于 十 曲 下 


=-[ am 一 1 六- 一 工 
玫 积 分 这 与 中 分 -二 2 和 。 具 有 相同 的 敏 艇 
性， 而 后 者 显然 当 一 1 时 收 敏 ，p > 工时 发 散 ， 从 


而 前 者 亦 然 。 
于 是 ， 仅 当 #< 一 工时 ， 积 分 
全 三 邯 
on 区 二 
收 伍 。 
cog 
了 一共 
5745- 
-1 工 cos_ 1 
1 四 荆 一世 
外 人 “一直 二 了 荆 十 光 - dY， 


由 于 当 0 反 xs1 时 ,对 于 任意 的 站， 和 y 工 了 wx 与 
一 = 一 -都 是 单调 有 界 函 数 ， 故 诛 积 分 与 积分 


7 


了 宁 了 六 


易 知 积分 ”52 二 dr 仅 当 cr=- 6 时 收 伍 .事实 上 ， 
当 袜 一 0 峙 它 显然 收 伍 ， 当 c< 一 0 时 它 显 然 发 散 . 当 
a<0 时 ， 今 月 一 一 cp 一 0 ， 则 对 于 正 整 数 闻 
有 


亚 


235 十 于 
于 #e coa 
痉 磋 村 


一同 旺 世 六 -二 十 ca 《Eco ， 


0 

四 
= 十 co 

故 积分 纪 eost dt 发 散 。 


于 基 ， 积 分 
了 尼 身 吕 -二 
让 训 


仅 当 2 一 卡 >- 9 时 收 敏 ， 即 仅 当 王 一 0 或 一 去 时 收 
敏 . 


一 “rrmmry regTeEYYETETYE 析 和 -一人 rr rreem Tray crirrn 站 Te1 本 间 3T rH P To Tri 1 rr 各 号 


二 党 En 总 
5746，。- 二 dx (Co 0) 。 
和 解 ”因为 
_Sin 区 
lim _ snX Tim 世 
= 一 二 区 小 sio 过 工 一 十 站 8 一 1 十 _ai 基 
1 >。 当 大 ~ 了 时; 
了 
一 本 当 碳 一 了 时 ; 
D， 当 郊 一 六 一 1 时 ， 


3iDn 各 
区 十 3j 亚 攻 


故 x= 0 不 是 积分 人 dx 的 甫 点 ， 因 此 ， 


、 4 
只 要 讨论 积分 -dxX (ps0) 的 人 向 性 . 
由 于 
外 了 革 _ sin 基 人 诗 电 和光 
十 sim 区 澡 ? 广 记 汪 十 Si 


全 im 着 


5 


一 一 dx 收 瑟 〈 当 z 0 有 早 ), 故 只 要 讨论 


名 训 人 7 


媒 革 


全 
2 


X 玖 23? 十 5inm 交 7 


的 伺 散人 狂 . 但 当 记 ~- 0 ，* 空 2 时 ， 


交 到 


必 昌 二 让 闻 


号 i 昱 系 


| 】 
2 攻 % 十 1 


] 


2 二 13 


BinD 人 区 


Xe 二 TI 


一 委 


2X3KX? 十 sin 区 了》 


总 也 名 芝 -一 1 
3 


tt 08 旦 加 _ 
而 易 知 了。 《 当 p= 0 时 )， 积 


1 、 1 、 


站 当 p= 于 时 收 急 ， 故 积分 


3 吕 计 区 一 13 


二 i 下 2 区 1 AN 
Xe8CAX3 十 ain X7 edx a 当 9 计时 收 伍 ， 当 如 一 大 


全 


二 入 时 发 散 . 由 此 可 知 ， 积 分 人 区 dx 


和 9 十 si 


cp 0) 仅 当 六 一 王 时 收敛。 


利用 与 级 数 比 较 的 方法 研究 下 列 积分 的 收 竹 性 : 


二 DB 和 演 
3747。 了 -cz 


解 设 s 一 0 我们 证 明 : 对 任何 叙 列 


心 一 媒人 避 一 > 十 志气 


及 数 立 人 2 时 半 dd 都 收获。 村 实 土 ， 有 


sm 好 
人 必 咎 呈 办 


旭 计 将 十 区 
sim | an+r 人 Si 基 _ 
部 十 口 1en 三 中 《区 十 073 


5S7 过 


故 


十 一 】 


全 COD3 部 区 
nn us 十 
上 Simn Cn+e __ SR 好 人 名 iD 吕 
CnTp 十 还 妃 m 十 站 妇 《区 十 肆 )2 
且 而 
站 人 司 个 富 革 他 和 | 
畔 四 坤 吧 党 十 
工 1 十 人 民 芝 
<: 一 ,一 一 
立 ap 十 让 Gm 十 全 怠 m 攻 区 十 肆 》 全 


， 1 卫 工 _ 了 
Gy 十 十 Gnm 十 台 让 Onm 十 下 Tai 十 丫 ) 


一 一- 一- 


Cn 十 宪 ， 
出 开 可 知 ， 狂 足 柯 西 政 航 准 则 ， 从 而 级 数 
一 人 他 白 避 泊 和 政 伍 . 因 此 ,积分 全 CD 2 ax 有 


av 和 十 6 党 相 在 


钥 。 
了 呈 证 吕 基 
若 a 一 0 ， 显 然 积 分 人 -222 dx 发 散 ， 故 广 


义 积分 人 “292 2 cx 发 散 。 


下 设 a 一 0. 若 s 一 一 (n 十 二 jz 《一 全，1 2 
删 


邱 7 了 了 


37 和 


二 ae 
达 向 虽 总 
下 -二 区 


自荐 十 下 
人 1 二 旋 虽 8 息 
了 中 十 如 吕 X 二 天 十 如 Ci 
一 人 2 芝 二 《一 1 全 es dt 
ft 十 一 
衬 
由 上 拟 证 ， 右 端 第 二 个 积分 归 伍 ; 又 由 于 


Li CDB 基 
(az x 十 
敢 右 满 第 一 个 积分 耻 伍 〈 它 不 是 广 六 积分 ， 补 充 定 立 


被 积 函 数 在 x 一 (nm 十 半 ) x 时 的 值 为 (一 De+5 后 即 为 


一 【一 Ifr1y 


连续 本 数 的 积分 》; 从而， 此 时 积分 “Se 汪 dx 
收 伍 。 
和 落 4G -< 一 0 但 4 二 一 人 十 坪 ] 《Ch 一 0，1，2 vs 


此 时 ees 一 G) 关 0 .由 可 续 人 性， 可取 6 一 0， 俘 当 
一 axX< 扫 一 a+TG 时 cos2 保持 定 号 且 


cos x| 3 于 1eosC 一 a)1， 


于 是 ， 
| 人 CC 上 基 dx | 
半 十 如 
- 1 加 . 一 字 填 才 二 并 
产地 1co 红 一 GD)1 全 有 直下 。 


由 此 可 短 ， 瑞 积 分 全” -2 半 dx 发 散 。 从 而 积分 


全 cs 区 jw 更 是 发 散 。 


0 营 十 站 
综 上 所 述 ， 积 分 


人 三 已 个 马 区 
口 “ 沉 十 婚 


仅 当 ae 一 0 及 a 一 一 (rn 二 到) (一 0，1 2。 
时 收 敏 . 


5748， 人 一 <- Co 0 。 
解 。” 宙 于 被 积 函 数 非 负 ， 帮 只 要 考 央 伦 为 一 种 特殊 的 
《 正 项 》 级 数 即 可 ， 我 们 有 
位 一 dx 


站 了 二 和 “Bi 了 2 居 


-下 号 媒 苇 
和 工 十 区” 十 ww sein 区 


+ 人 蕊 本 


4 人 一 1 十 区 3 有 in 


本 
5 一 二 工 十 革 " 号 让 卫 全 区 


上 一 于 

又 积分 
kr 一 了 革 硒 站 
人 


1 十 过 1 十 总 所 让 血 宇 交 


577 


5 了 7 号 


tx 展 严 过关 
一 17 Y 十 到 1 十 ff 下 一 1 严 ]” sin2 加 ， 


信和 《上 一 13 如 区 
ks 十 [《 屋 十 13 王 ]” Bin2 当 


业 十 于 
一 可 革 地 芝 

亚 

站 


1 -直入 站 刘 革 息 


一 全 《 卢 十 二 ) 详 如 xx 
ka- 于 工 -TCR 一 工作 1 ainm2X ? 
全 辐 和 
人 一 了 二 ] -十 顾 主 si 基 
一 一 一 一 一 srcte (一 ) 
二 二 ViTO 7 | nn 
也 1 忆 
一 -人 .一 一 和 TD 十 名 - 
AA 1 十 寻 : Aw 1 中? AAA ET 十 Ga 
开 
2 /TI 十 cz ” 
【 斌 区 
ke 一 玉 1 十 本 2sim2 区 
一 工 arect 《KwAT 十 Ga tg xy) 
TO 工 十 安 有 本 
一 -45 wVT 呈 ， 


由 于 


本 一 are tE AAA 1 十 如 2 一 了 
从 而 
并 3 十 工 过 革 亚 
2/I 十 GE 一 人 ”ww 
了 于 撑 ， 
5 区 二 区 
0 一 二 + 二 让 十 3" 8 主 辽 二 和 
本 一 
2 AT 二 FRR 一 1 
(一 12- 
2 二 [CR 十 1 区 ]" 
一 人 于 
ta- 王 T 十 YX sinsxy AL 二 1 
一 下 卫 2 
出 于 当 #=-4 财 ， 级 数 ES 
元 2 AT 十 [CR 一 区 人 四 
二 〔《 良 十 1 
四 < 和 
乞 AT 十 [六 一 区 ]” 收 贷 ; 而 当 = 宕 4 末 ， 级 性 


人 ll 
2 一 TESTDD5 发 散 ， 帮 级 数 
一 fs 党 进攻 
工 」，， x + 工 十 区 ”8 区 


当 站 一 4 时 上 侣 ， 而 级 数 


本 7 儿 


me 


时 
工人 向 埋 攻 
tx 工 汗 甘 ”Si 本 3 区 


仅 当 二 一 4 时 收 敏 。 
国 此 ， 积 分 


全 部 理 加 
日 1 工 十 底 * Si 党 
仅 当 # 一 生 时 收 伍 。 


十 mm 
5743. | -ce ， 


Xe9AA 63 
解 ”由 于 被 名 画 数 非 负 ， 故 只 要 考虑 化 为 一 种 牧 苞 的 
《 正 项 ) 级 数 即 可 。 我 们 有 


全 ed 
本 


一 人 十 1 于 过 区 

工 」， 
局 cx 

工 EPE 
于 是 ， 


如 


“ 研 世 1 
AAA gim2 交 乞 长 轨 十 了 3 全 交 


一 全 二 雹 
了 3 9 让 的 号 北 


“ 节 开 1 
= ”sin2w 这 给 3 让 
易 证 积分 
与 90 


1 
0 ”ii 卫 互 入 


收 伊 ， 且 级 数 


了 
下 


一 


当 盖 工时 收 敏 ; 当 去 1 时 发 散 、 因 此 ， 原 积分 仅 
当 妨 ~- 工时 收 误 。 


+ si = 
5750 人 -十 交 ax 。 


和 解 ”我 们 有 
全 sinKx 十 2 
自 入 
= 全 3 十 六 主 cd 十 全 2 二 和 ) 和 

全 ” 1 " ” 
电 知 右 端 第 一 个 积分 (x 一 0 可 能 是 甫 点 ) 当 日 一 2 时政 
化 , 当 # 送 2 时 发 页 .下 出 研 究 右 端 第 二 个 积分 ， 先 设 
一 一 1 对 任何 叙 列 


1 一 fo 一 0 一 一 和 一 《Or 十 cc) ， 


2xtdl 3iagKg 和 十 区 2 
人 sincez ds 
全 天 加 


罗 人 丰 [coag% 十 %2) 
本 Ge X 扩 工 十 223 


093sf 人 二 区 2》 |】 e+i 
冲抵 十 2 ar 


58T 


-人 [2K8 二 1)X 十 HeasKX 十 X2)》 
6 区 二 帮工 十 史 基 7 ” 


夏 


人 


四 
着 员 玖 下 区 


CD 上 和 十 区 2 
1 十 人 区) 


和 人” [2{ 和 二 1》 区 二 人 Coasf 巧 十 区 = 过 
io 2 区 上 十 2X?33 


王 IT 十 直 


王 I 


挫 而 
十 上 一 荆 
占 一 人 


伦 下 党 


全 ia 人 十 芝 》》x 


1 I 位 ” 2 十 了 ?X 二 | 晨 ] 
人 


< 十 
208 二 1 207 二 了 训 玉 2 


。 + 27《E 二 ThX 十 | 
易 知 积分 -和 2 瑟 -dx 收敛 《因为 


> 


1irm war 二 和。 3232 二 1) 十 | 好 | 一 8 十 1 
一 十 om rt 十 2X72 字 


后 二 217 。 


由 此 可 久 ， 对 任 给 的 s。=- 0 ， 必 存在 凡 ， 使 当 a 和 
时 , 对 p 一 1，2，3，…， 均 有 


十 直 一 全 
e+1 Sief 和 二 区 2》 
| 洁 'eoaaesteo ae| 
到 加 咱 只 


玉 是 ， 彤 据 栖 西 收 敏 和 准则， 级 数 
绽 


定 人 一 SingKxX 二 2X2)》 局 
玫 一 站 


登 天 ” 
用 效 ， 从 而 积分 -2 二 革 ) ax 收 敏 。 
再 设 关 委 一 1. 念 怀 和 各 分 别 琢 方 程 z2 十 2 一 
2 zz 十 二 和 x? 十 一 2 十 下 的 《唯一 ) 正 根 ， 其 中 
R 一 1，2，3，… 即 令 
至 = 本 (WITHF88RTT 一 1?， 


mx 一 二 CWITS 玉 堪 十 23 开 一 1)。 


于 是 fr 一 2 十 oo ( 当 太 一 ce 时 》 。 我 们 有 【《 注 间 
一 名 :2 工 》 


们 和 i 了 K 人 二 竺 人 


才 区 ” 
工 器 灶 
- 到 一 
一 一 一 忆 记 则 本 并 - 码 本 
1 
一 
一 AI 十 SET 于 元 一 了 


4 AI 二 8 于 2m 十 AT 于 BR 让 
元 兰 一 一 心心 讨 
2 《 浊 瓦 时 7 。 


由 此 可 知 ， 此 有 时 积分 -PCz 二 和 》 dx 发 散 . 


5883 了 


5751 。 


5752。 


引 8 本 


综 上 所 述 ， 积 分 
全 sinfxX 十 和 2) 部 


全 ” 


公 当 一 1 一 * 一 2 时 收 敏 . 
在 青 定 的 意义 上 表达 浊 来 ， 基 么 是 积分 


十 必 
人 CXWDGCX 


在 已 知 区 间 《3 ，ys2 肉 不一致 站 化 ? 
解 若 对 于 某 个 正 数 ee， 不 论 瑟 取得 海天， 人 恒 存 在 
刁 o 达 五 名 及 yoECy，ya po 与 yo 都 做 顿 天 忆 》 ， 
使 得 

| 人 ce yax 803 
则 人 7Gxyy?dx 在 区 间 (y，， ya) 办 不 一 致 收 敏 . 
证 明 ， 若 1 》 积 分 

人 Foxeax 


收 租 ，3 1 画 数 ofxsyy) 有 办 并 关于 是 昔 调 前 ， 风 
稳 分 

三 capeGxesyDax 
一 致 收 贷 《〈 在 对 应 的 域 肉 ) 。 


证 设 1p6xy) 到 却 ， 则 由 题 设 1》 知 ， 对 于 任 给 的 
ec 0 蜗 存 在 数 召 一 吾 5Ce)， 便当 -4.4 肝 ， 就 


有 不 筹 式 


全 yc cx [= 过 《17 
由 积分 第 二 中 值 定 理 知 ， 存 在 EEC4，4d]， 使 
有 下 述 等 式 
们 FrCeDeGzyy?dx 


一 9 二 09 人 FFCxyg 


十 PC 一 0D，3)* 全 rsoaz。 《327》 
由 【17 和 式 ， 得 
信 fdz| 一 却 - ,| 全 Godx| 一 关 - 


于 是 ， 由 《2 ) 戒 ， 本 得 


所 Foecxey?ads| 


已 己 
一 


即 积分 ”7FCx)e(x,37dx 在 对 应 的 y 域内 一 殖 收 


往 ， 
5755。 证 明 ， 一 青 收 和 误 的 积分 


GD 一 YL) 


1 __ 1 Na 
= 全 证 《< y 7 


385 


不 能 以 与 参数 无 关 的 收 敏 积分 为 强 函 数 。 
证 和 企 缠 se, 取 4o= 1 充分 大 ， 便 


十 ee 轴 
-2 全 
一 -二 
了 二 一 e， 
4 


下 证 : 当 -4 一 4 如， 对 一 切 0 一 ?一 1 ， 均 有 
+ 
| 3 《 了 7 


如 


妇 X me。 
史 


一 和 一 叶 9 


当 0 一 YY 一 网 


刁 妈 机 


tr 3 
下 此 可 知 ， 积 分 】 e 了 ”dr 在 0 一 y 一 1: 


上 一 致 收 敏 。 
最 后 证 明 ， 不 存在 这 样 的 本 数 ECX KEYXP T) ， 
使 
了 上 3 
0 人 -了 < 妇 罗 KxX%》 
《XDAYy<13 ， 《17 


状 且 人 9Cx) ax 收 货 .用 反 证 法 .假定 有 这 样 的 画 
数 p(x? 存在 ， 则 由 人 wx)dx 的 收敛 性 可 知 ， 必 


存在 点 *eo 一 工 使 p(xo) 一 1 。 于 是 ， 令 yc= 

周 0 一 Yo 一 1 上 且 

ae 3。 

一 型 虽 衬 《 2 一 1 ppCxo)， 

此 显然 与 《1 》 式 季 盾 .由 此 可知， 一 致 收 敏 的 积分 
587 


工 
区 


如 


5754。 


了 388 


: 的 被 积 通 数 不 能 以 与 参数 2 无 淆 的 具 收 敛 积分 的 函 
数 为 强 函 数 . 证 毕 。 


证 明 ;， 积分 
于 ca 
了 一 人 人 一 昱 全 区 


17 在 任何 区 间 0 一 ge 反 G 扫 内 一 致 收 苞 ; 27 在 区 
间 0 反 a<e 内 非 一 致 收 各 . 
证 显然 ， 积 分 工 对 于 每 一 个 定 值 C 六 凡是 收 喜 的， 


事实 F,， 当 ac= 0 时 ， 们 se-“az=o; 当 oo 


十 om 


寸 吓 
时 ， 下 侈 双人 区 一 加 一 一 工 。 
外 


1) 如果 0 一 a 乏 cs 和 5， 则 击 于 
卡 吧 

各 一 从 E 人 人 人 4 
区 


礁 对 王 任 给 的 se 一 0， 可 灸 找到 不 依 太 于 ce 的 数 
4o= 二 ln 二 ， 使 当 4=-=- 4 时 ， 就 存 


十 呈 
上 Ce 人 Xe do 一 。 
邓 


于 是 ， 在 区 间 0 一 se 反 asp 工程 分 工 一 致 收获 。 

2 )》 如 归 0 过 ac< 肥 5 ， 册 不 存在 这 样 的 数 4,。 事 
实 上 ， 取 0 一 < 一 1 就 允 不 到 . 由 于 当 问 -= 十 0 时 ， 
e > 1， 故 对 于 足 各 小 的 天 值 ，e- 科 就 下 任意 一 个 
小 于 1 欧 逆 上 为 大 . 因此， 在 区 间 5 反 ec 所 日 上 ， 积 


7 955。 


务 了 对 a 的 收 敏 是 不 一 致 的 。 
证 明 包 里 墨 里 积分 


了 一 人 dx 
1 》 在 伍 一 个 不 售 数 值 ec 一 0 的 闭 区 间 [e，50 上 一 致 
收 策 ，2》 在 含 数 值 ac 一 和 0 的 每 一 个 闭 区 间 fac，Bp1 上 . 
非 一 歼 收 敏 . 

证 ”未 拓 一 般 性 ， 我 们 只 考虑 a 的 正 值 ， 


1 》 击 于 积分 
+” sin 声 _ 王 
了 一 de 一 到 


十 收 敏 的 ， 故 对 于 任 给 的 ae> 一 0 玫 存在 数 -6 9 恒 妆 
-= 外， 恒 有 


| 人 dz | 一 >. 
可 安 
当 呈 0 时， 中 所 


于 in 好 光 于 中 
了 -EX cx 一 『 rz， 
妆 


过 如 世 


故 取 4 一 -如 ， 对 于 aoc o ， 就 有 


三 


二 si 

呈 1 站 让 车 

一 一 一 一 |=。. 
区 9 


于 是 ， 在 区 间 0 一 ae 过 w < 近 站 上 ， 积 分 了 是 一 致 收 玖 
的 . 
2 对 于 任何 的 40， 当 ar 十 时 ， 


与 吕 由 


三 机 
= 人 -2 一 人 ee 一 也 。 
办 了 芝 ， 当 ac 一 0 且 充 分 小 时 ， 有 有 


T” sim 妈 吕 王 
旭光 一 = 
了 区 出 


于 是 ， 在 区 闻 0 所 < 《pb>=- 0) 上 ， 积 分 工 不 一 玛 
收 伍 . 


评 究 下 列 积分 在 所 指 定 区 间 内 的 一 致 收 误 性 ， 
5756， 全 x ax 《0 一 asw< 二 coy， 
解 ”由 于 当 6 一 ao 所 Z 一 十 co 时 ， 
esima xl se 一 cox， 
且 积分 。，e “radx = 导 - 收 代 ， 故 积分 
0 Ce 


十 2 
人 好 一 5 Si 了 埋 苇 


在 区 闻 0 一 4o< 生 4 一 Tc 上 一 致 收 竹 ， 
十 上 
757 。 上 区 
1】 


解 当 a 二 cs 二 问 且 xz1 时 ， 
自 一 -4 


让 于 
3S90 


4 十 电 
]im xz 。xee-v 一 lim 区 
一 十 c xz 一 十 co 如 


区 积分 习 er*dz 收 艇 。 从 而 积分 


二 < 
人 克 
I 


在 区 间 a 反 e< 上 一 致 收 各 . 


-二 避 》 


卡 w 
5758. 二 -dx 《cc 一 He) 。 


， 妆 和 站 人 所 
解 ” 由 于 |- 卫 | < ， 且 积分 矿 ” 一 芝 
一 和 收 和 部 ， 故 积分 
十 加 各 他 证 人 这 
了 . 于 


在 一 co 一 a 一 十 co 上 一 致 收 敏 。 


十 c= 本 区 
号”>59。 人 习 《YX 二 CT 《之 Cs 十 cc 站 


于 】 
解 由本 0 一下 as 款 -了 《0 和 c 拉 十 ce)， 


互 收 伍 ， 故 积分 


且 积 分 -一 


全 EC 
9 长 和 十 人 2 十 工 


在 0 所 ca 一 十 ce 上 一 致 收 敏 . 


加 


3931 


37500. 


于 呆 世 


+ sin 
了 3 (0 < 一 十 ce) 
心 


和 解 ”首先 和 注意。 因为 


- sinmx 
1irn 一 -一 en 一 工 5 
一 十 口 3 


放 < 一 0 不 是 惠 点 ， 
证 法 一 


昌 
由 于 | 站 sinx dx|=11 一 cos 4|<< 2 ， 而 当 o < v 


一 十 ce 时 ， 函 数 -在 wx 0 关于 x 通 减 。 并 是 当 


3 十 co 时 它 关 于 eg0 扫 ec 一 十 cc) 一 致远 于 零 { 因 


为 0 < 委 C 一 十 ce， xD 时 ， 0 一 -一 一 二 二) ， 贾 寺 


过 里 景 蜂 判别 法 知 积分 -于 2 汪 eredx 在 0<a- 


十 se 上 一 斑 收 就 ， 
证 凌 二 
由 积分 学 第 二 中 值 定理 知 ， 当 4 =- 4=- 0 时 ， 


| 一 | 到 站 esinsdz|， 
其 中 4<Es4 我 们 知道 e-“* sin x 的 原画 数 是 


《xz 一 一 信 jD 关卡 os 攻 
《x) 工 十 亦 3 


显然 ， 当 灾 六 0， xx0 时 ， 


史 时 


5761。 


[FF,Cx3] 二 -2 十 二 


丧 当 4 4 0<sa<s 十 co 时 ， 


作 si 交 edzx| 
过 时 


= |cF<e 一 FLDD | 入. 
由 此 ， 利 用 一 致 收 伊 的 哥 西 收敛 准则 ， 即 知 积分 
人 am 和 ed 


胡 对 


在 0 反 a 一 二 ee 上 一 致 收 贷 . 证 毕 . 


人 ed (Cos<a 一 +eo) ， 其 中 加 一 0 
是 常数 - 
解 ” 由 于 


站 
| COg 吉 齐 邯 |= aa 4-sna | 二 2， 
1 


好 一 a 


而 当 人 至 民 一 十 co 时 ， 函数 


在 “ 并 关于 x 递 
减 旦 当 基 > 二 co 时 关于 a 《0 去 ac 一 二 co) 一 致 趋 于 等 


一 并 


个 了 
(因为 0 返 ca 二 co，x 基 1 时 ，0 一 二 二 


沁 二 


故 由 过 里 黑 里 判别 法 即 知 人 er” -2 二 dx 在 0<a 
一 上 ce 上 一 致 收 伍 。 
注意 ， 也 可 仿 3760 题 证 法 二 ， 惠 用 积分 学 第 二 中 


9 忆 


5762 。 


763。 


3 


恒定 理 来 证 明 。 


十 上 
， wwABZe orgx (0 二 ac 一 十 co)， 


解 此 积分 是 收敛 的 。 事实 上 ， 当 <= 0 时， 积分 为 
等 ; 当 ca 一 0 时 ， 设 /Ex 一 上 ， 册 得 


+ 十 心 本 
了 网 dx 一 人 ed 
自 0 衬 


但 是 ， 此 积分 却 不 一 致 收 敏 . 事实 上 ， 对 于 任 何 的 
-4 ? 由 于 


- te 一 . 汪 刘 
1im 了 vae dx=lim 人 ea 
一 十 口 吉本 一 二 日 加 wy 责 本 


歼 对 于 0 -co 一 作 r_ ， 几 存在 四 二 0， 使 下 
十 思 卫 
旭 Ge 可 3 E0y 

即 此 积分 不 是 一 致 收 敏 的 


人 da) oa 

《6) 一 co 一 cd 一 -Heo。 

解 显然 ， 对 性 何 固定 的 wa， 积分 “eco2dx 
都 收 黎 ， 并 且 《 作 代 换 一 ca 一 用 


+ 二 oo 
了 妇 人 《人才 ax 一 ed 一 /元 。 


Ka) 取 正 数 尺 充分 大 ,使 一 尺 <a 一 B 一 尺 , 显然, 当 
1x ,天 问 时 ， 对 一 切 GCC 有 
0 ecx-e- 人 zi-E2， 


局 tee 
显然 积分 人 一 之 全 加 吾 )2 7 


收 教 ， 故 积分 人 eedx 对 -ab 一 致 收 吉 
《6 对 任何 4=- 0 ， 有 


十 避 本 也 
1ira 吧 《六 红 过 芝 
站 一 十 Do 姓 


十 加 1 +co 1 加 
= 1im e 2dt 一 人 et 一/ 元， 
册 一 下 


ET 一 十 后 一 辐 


大， 和 ea 


可 知 人 ea 在 一 ce 一 az 一 +co 上 非 一 致 收 


化 ， 当然 人 eqx 在 一 ca 十 上 更 非 
一 致 收 货 ， 


3S7r64 ， 人 sim cdy 《一 co 一 YX 一 十 co 。 


解 ” 此 积分 对 性 一 国定 的 x 值 显然 是 收 敏 网 ， 且 当 


>x=~ 太 时 ， 
二 32) _ ， 8 日 区 一 光 2 光 
上 # 《1 ein 上 cy 一 Xe > 二 
自 事 


但 是 ， 它 对 一 ce 一 x 一 十 ee 者 不 是 一 致 收 敏 的 ， 吉 实 
上 ， 对 于 任何 的 -4 有 和 当 xn 人 0 时 ， 


十 吃 。 
了 ee YinX cy 
. 


。 十 oo 本 十 om 
Ti 上 一 志 一 中 
一 
自 


了 -4 
= 于 〖《 YX 二 DO2》 
由 些 可 知 积分 不 一 致 收 伍 . 


se sj 
5755。、 zadx 《pc 0)》 。 


解 ”由 2380 题 易 知 积分 
全 了 KE 人 2 
1 


收敛 ， 又 -i- 《> 0) 在 x 演 0 上 对 “单调 递减 
且 一 臻 有 界 : 
| 
工 十 党 


页 由 亚 伯 耳 判 细 法 类 积分 
一 sing 区 2 
了 1 二 dt 


对 交 过 0 一 吉 收 禹 . 


6 一 - 


AT 《hbDwBDD) 


开 
5766 xm 二 ay。，(a) 为 zs 03 


与 且 杯 


《ay 0 (9 一 ty - 
解 ”首先 注 痊 ,zx 一 0 和 =]1 都 可 能 是 开 点 。 作 代 
换 < 一 * 一 ， 得 


1 1 屿 
了 38 ilat ex 二 一 了 e@ 一 各 1 他 
自 训 十 咖 


一 全 eab 
右 端 的 积分 当 5 一 0 《9 一 一 1) 时 是 收 笋 的 和 党， 从 于 
左 端 的 积分 此 时 也 收 艇 . 更 由 于 【ses，e! 一 0 很 小 


1 llas -工地 5 

一 仁 一 人 

二 总 人 从 人 1 如 于 
1 一 由 


上 1 年 吓 _ 
故人 和-5nz 去 dx 的 一 致 收 伊 性 等 价 于 eta 
的 一 致 收 仇 性 . 

(a) 当 六 之 六 o 一 0 时 ， 由 于 

0 一-e-iitase tt 《0 一 -十 seo) ， 

而 积分 六 器 王 收 仇 ， 故 积分 全 tai 一 
到 收 化 《对 于 户 汉 bo 一 0)，、， 从 而 原 积 分 
人 om 二 ax 当 户 尖 o=- 0 时 一 致 收 伊 ， 

《总 7 对 尾 何 -4 0 由 0 作 代 所 大 1 一 3 出 

于 一 下 让 1 + 
ae 


出 于 9 一 一 1， 故 积分 人。 erds 收 修 ， 且 显然 


与 呈 7 


可 77 。 


了 3 司 


0 一 人 se-as 一 -ce， 

于 是 ， 有 有 
二 cm 

]1i tm 让 一 十 ceo， 

一 十 由 册 
由 此 即 知 积分 】，e iat 在 请 > 0 上 非 一 致 收 伍 ， 
从 而 原 积分 人 xlns 二 dx 当 加 =- 9 时 非 一 致 收 竹 ， 
*)? 利用 2361 题 的 结果 《在 其 中 作 代 换 刀 一 s) 


可 和 【0 二 M 十 co) 


人 Me 
虽 Al 一 区 3 - 
解 ”注意 ，x 一 1 是 焉 点 。 由 于 当 0 < 近 x- 一 1 时 ， 有 


吕 ” 1 
0 过 人 01 十 co 


AZ 一 区 2 AAA 一共 2 
1】 。 】 
而 积分 ,一 FE 一 一 are sinx| = 至 收 仇 ， 故 由 


外 氏 判 别 法 知 积分 人 -dx 当 0 芭 < 十 oo 


1 一 
时 一 玖 改 笋 . 


1 十 ee _ 
了 sn 一 人 fasin 过 ff 
台 工 


并 旦 ， 很 明显 ， 人 sin 寺 :< 的 一 致 收 竹 相当 于 
人 esin fd 国 一 致 收 生 。 显然 , 当 wm 2 时 ,积分 


全 :int 是 收 禾 的 . 下 证 。 当 0 一 一 = 时， 
它 不 一致 收 总 ,事实 上 ， 当 0 一 一 2 时， 对 任何 正 
整数 亚 ， 有 


呈 轴 下 十 亚 -一 呈 mm 十 二 
人 ”rasintatr -人 


”也 一 
2 ma 十 二 mr 


-AD , 工 1 . 
2 4 《2mz 十 总) 


负 计 1iom -1 -= 1 ， 艇 当下 在 0 一 1 一 
用- 上 3 一 用 (2mz 十 也) 
内 且 与 2 充分 接近 时 ， 必 有 -一 一 -一 va 到。 于 


一 一 ” 
是 ， 这 并 


呈 四 间 十 卫 re 
了 str-asint dt 一 常数 一 0， 
2mx 十 本 工 各 


故 人 ee Fe 在 0 一 ?一 2 上 非 一 致 收 敏 . 


巨 吃 多 


六 "可 基 
5769、 7 (<) 一直) 


解 ” 首先 注 意 x= 1 ，x 一 2 是 甫 点 ?3 xx 一 0 可 能 是 瑕 
点 。 将 积分 分 成 在 (0 ，1 ? 相 (1，27 上 上 的 两 个 积分 。 


当 0 一 x<1 且 |cj 一 计时 ， 
TD | 一 -一 -一 一 一 ， 
a07 一 TXT 全 


当 1 一 x<- 2 且 1e1 一 立时 ， 


0 | AAA 3 
AT 末了 下 并 汪 一 全 2 Kx 一 1 和 (一 3) 说 ” 

易 知 上 述 两 个 不 等 式 右 端 的 函数 分 别 在 区 间 《o ,1) 

及 CT， 2 ) 上 的 积分 收 伐 ， 故 由 外 氏 判 别 法 知 积分 


基 


1 
对 1a1 一 过 一 致 收 伍 。 
s770， 全 - RES- ax 《0 <a<1)。 


呈 有 各 全 尖 


生生 2 


400 


8 让 了 C 区 8 dx _ 
上， AZ 让 一 人 4 |< 了 了 AAA 姓 一 癌 
一 了 se 晨 = 
和 了 从 的 9， 出 取 9 9“ 生 ， 有 


| 六 -sse uv|-。 
一 了 AAA 到 一 扑 


因此 ， 对 0 < 所 & 近 工 它 是 一 豆 收 化 的 。 


对 于 积分 人 一 汪 2 一 4x ， 由 于 


| 全 人 dj < 人 -7 汉 一 灾 


一 2 ww 丰 ， 


故 对 寺 任 给 的 e 盖 0 ， 只 要 取 0 -7 一 邱 ， 即 有 


| 广 ” 吕 tmn 公 芝 imZX sx 一 
ww 蕉 一 芭 

因 此 ， 对 0 se<1 它 是 一 致 收 数 的 。 
于 是 ， 积 分 


人 sincx 
矣 AN 1 蔚 一 -| 
对 0< 委 cs 1 一 可 收 敏 ， 


帮 四 了 


377]. 


后 人 六 


若 积分 在 参数 的 已 知 值 的 某 令 域内 一 致 收 伍 ， 妇 称 此 
积分 对 参数 的 已 知 值 二 致 收 敏 。 证 明 积 分 


re rer 


Te 过 区 

一 了 -is 
在 每 一 个 w& 夫 0 的 倡 一 致 收 艇 ， 而 在 < 一 0 非 一 玛 收 
化 - 
证 斌 为 任 一 不 为 零 的 数 ， 不 外 证 ao 一 0 。 信 到 
6--0D， 例 <o 一 个- 0 . 下 面 证 上 明和 可 分 了 在 《co 一 Gy 
co 十 6) 内 一 致 收 仇 ， 可 实 工 ， 当 = 和 5Cco 一 台 ， Co 十 全 ) 
了 本， 几 于 


如 Co 十 在 
0 到 工 十 G2 芝 2 一 1 -HKCGb 一 全 72o 和 多 


且 积 分 


0 o 十 本 
了 1 十 KG 一品 ?2X2 ctY 


政 敏 ， 故 由 外 开 判 别 法 知 积分 
全 纲 芝 半 
0 1 十 多 2 党 
在 Cae 一 59，ce 十 多 内 一 致 收 黎 ， 共 而 在 ae 点 一 致 收 
化 . 由 ca 揭 任 意 些 知 积 分工 在 每 一 个 ze 头 0 的 信 一 
致 蛋 伐 . 
其 次 ， 我 们 证 明 积分 [在 ae= 0 非 一 至 收 筷 .于 


实 上 ， 对 原点 的 任何 邻 域 (一 6，5) 均 有 下 述 结果 ， 
对 任何 的 4~ 0 ， 有 


8772。 


dr _ 
工 十 CE 】- 才 Si co， 
由 于 


1 mm 
oo 一 二 


人 人 
@ 1 工 十 直 2 


赦 取 0 一 eo 一 互 ， 在 (一 S, G)? 中 必 存 在 菜 一 个 =o 一 0， 
使 有 


1 
上 
点 0 可 1 于 斌 


三- 二 系 -， 

工 十 宅 8 和 2 5 
因此， 积分 了 在 ec 一 0 点 的 任 一 邻 域 (一 65，927 内 非 一 
臻 收 伍 ， 从 而 积分 工 在 < 一 0 时 非 一 致 监 狂 。 
在 下 式 中 


十 加 
1im 这 马 一 2 和 
立 一 十 站 帮 


把 极限 移 到 积分 符 导 内 合理 吗 ? 
解 ” 不 人 台 理 . 事实 于， 由 3754 题 2 ) 的 结果 知 ， 秋 分 


全 ze“ax 对 0< 生 gs (pb 0) 前 收 化 并非 一 致 ， 


帮 一 般 不 能 应 用 积分 符号 与 极限 符号 的 变换 定理 . 允 
竹本 题 ， 实 际 上 也 不 能 交换 ， 这 是 由 于 


扣 丰 了 


57735 。 


石 由 帮 


三 (maer ax 一 0， 


而 
十 oa 十 om 
] im 安 妈 == 1img 一 安 一 “下 ) 一 1 
人 一 十 口 忆 口 一寸 驻 心 
夏 得 


1itm aeredx 坟 全 { 了 mm Ce 一 ee ]adx 


实 一 十 总 一 沾 昌 


订 数 扰 x) 在 区 间 (5 0 ， 十 ce) 内 可 积分 ， 证 明 公 形 


iimm 尼 一 四 一 全 了 [和 3 可 区 。 


本 一 千 让 
证 容许 有 有 限 个 再 点 .为 所 述 乱 单 起 见 负 如 这 只 古 
一 个 焉 点 x 一 0. 已 知 积分 ”7Kx?ax 收 伍 且 堆积 天 


数 中 不 含有 c, 攻 它 关于 w 一 殊 收 敏 .又 因 函 数 ec- 对 
于 轩 定 的 0 < 委 w< 和 1 ， 关 于 交 《x==0) 是 递减 的 ， 并 且 
一 青 有 有 界 ，0 一 es1 〔0 拓 GT ，。 < 一 07， 达 根 据 


亚 贝 尔 判别 法 知 积 分 全 erer (xz dx 在 0 ge 妇 1 
-上 一 臻 收效 . 于 是 ， 对 于 任 给 的 ee 一 0， 可 取 W 一 0， 
-0 一 口 《9]=<=.-cduo ) 年 


| 了。 下 《) 国 区 一 辣 ， 


| 三 有 Faz = 二 (0 <asAs1》 。 
外 
由 于 斤 <7 在 [9，-4o0 上 常 交 可 积 , 故 有 界 :, 即 存在 常数 


8774。 


对 oo， 鸽 17Kz?1 乏 M。G< 委 关 < 委 4 。 再 根据 二 元 
画 数 e -在 0 和 as 和 1，37 < 扫 关 和 4 上 的 一 槛 连续 性 
条 : 必 存 在 SS 0 一 1 )》， 使 当 0 一 x 一 6 附 , 对 一 场 
mx sdo， 缘 有 
0< 科 1 一 en 一 -一 上 一。 
So 
于 是 ， 当 0 一 aa 时 ， 导 有 


人 reoeTreoar 
-| 全 er 一 DrGooax 上 全 “eerGoax 


一 人 CDax+ 人 “coaz 一 汪 。 《2X)》 dx| 


上 
一 虹 odo- 下 万 i7- 让 全 十 二 十 襄 十 襄 一 6。 


由 此 可 知 


才 吧 十 虽 
im 人 ec“1Cxodx 一 全 FOX3d 


9 一 十 站 


li mm 人 Aceosin 8X 避让 


有 一 :om 


证 让 其 xz) 在 区 间 (C0 ,十 ce) 肉 的 绝对 可 积 性 训 知 ， 
对 于 任 给 的 se 0 ， 存 在 - 汗 - 0 ， 司 有 


+om 1 人 
人 Lelex 一 二 。 


1 


看 如 丰 


于 是 ， 


人 ycosm 二 芝 dz| 


并 ， 如 
<| 人 romam 人 dz| + 也， 


先 设 六 * 在 5 ，2 中 无 刺 点 .我 们 在 [0 ，-4] 中 
捅 六 分 版 避 一 fio-fi--fa 一 fi 一 加 一 4 并 讽 
拓 2) 在 [下 -it， 直 上 的 下 确 界 为 ms ， 由 有 


人 7FGzosin 六 邯 了 一 工 他 Fasin 站 所 二 芝 
鸳 有 _ 
一 乞 人 【天 和 江 一 皇后 让 折 史 过 江 


十 立 和 人 


日 让 拖车 这 交 ， 
kt 区 -1 


从 而 有 


人 Freein 控 气 az| 


叮 弄 “ 一 
挟 2 us <L 丰 十 了 ,1mi| [0 于 1 98 有 
” 开 和 ， 


二 os At + 全 和 ms， 
二 工 de 1 
其 中 mr 汶 -Fx 在 区 间 【6 了 上 上 的 据 幅 ， < 好 在 一 
在 一 友 -1 。 

财 于 fx 在 [0，- 上 可 三， 故 可 取 某 一 分 法 ， 
憾 有 ， 


妆 人 | 
对 于 这 样 固定 的 分 法 ，: mx 为 一 定 值 ， 因 而 存在 
M， 合 当 o-y 时 ， 恒 有 

三 忆 ln 一 全 


下 到 1 


于 是 ， 对 于 上 计 所 选取 的 人 ， 当 nr 交 时 ， 


全 7ceosin 如 学 ax| 
0 


二 | 人 reosn 下 疙 ax| +| 人 reepsa 验 各 旭 邯 


星 


号 扣 
< 已 
互 玫 AT 二 民 ml 人 Deeoplax 


已 


一 一 - 
] 


十 过 -十 挟 - 一 2 


尼 召 
要 
即 

二 十 2 是 

im 人 38i 拓 革 莹 下 

其 次 ， 设 fx ) 在 区 间 50 ，-d1 中 有 形 点 .为 简 

便 起 见 ， 不 妨 设 只 有 一 个 甫 点 ， 旦 为 0 。 于 是 ， 对 于 
任 给 的 es 0 ， 存 在 9 0 ， 使 有 


人 Lrcoplax 一 三 . 
个 


看 六 7 


但 是 ，7Kx? 在 59。 上 无 摄 点 ， 故 应 用 上 述 结果 可 
天 存在 凡 ， 使 当 we 时 ， 恒 有 


| re?sm 兰 艺 ax| 一 三 ， 
于 是 ， 当 后 =~ 阅 上 时， 有 


上。 7ceosm 反光 ax| 
< Lrc)ldx+ 人 reosi 扫 吕 加 攻 


+ 人 7Cxz?ldx 


己 扎 忆 
于 林寺 可 十 训 一 6 
下 
十 s 呈 
lim 站 TYXDasimmrxcx 一 0 。 
市 一 oa 必 


总 之 ， 当 Ts 在 人 40， 十 eey 内 绝对 可 积 ， 不 论 
fs 在 (0 ， 十 ce? 内 有 无 瑟 点 ， 均 可 证 得 


十 5 站 ， “ 
im 上 人 6imn 人 一 人。 
间 一 we 绊 


5775， 证 明 ; 著 《1) 在 每 一 个 有 穷 区 间 6e，8) 办 .7 3y) 
六 JAY ，3o2 5 《2 xy 1 sx ， 其 中 


人 Fexydx 一 -co， 则 


必 站 呈 


二 me 十 mm 
]i ma 上 CA 一 了 lim zxXyyDCEX。 
了 bw ”90 


证 ”条件 《1) 表示 当 y-=~ye 时 ， 当 半 在 任何 有 穷 区 
闻 Kae，5b2》 上 上，FKx， 4 都 一 致 趋 于 上 xz， 呈 0。 于 是 ， 
圳 


6 4 
1i tm 了 了 《2 一 二 rzsyodz 


了 ww 2 
“对 任何 pe) ， 
丈 在 不 圭 式 1 六 工 :3 去 刁 (xz) 中 念 yo《【《 任 意 因 


定 *)， 得 17Kzyyo1<F(x)， 攻 人 xsyo)dx 
收 笋 ， 
任 给 se 一 0 . 由 于 人 FGxoyaex 一 +c， 贡 可 取 


定 某 一 4 ， 使 人 PFCz?ax 一 三 . 对 此 二 ， 又 可 取 
6 0， 使 当 0 一 | 一 31<G 时 ， 恒 有 
全 Frxs pax 一 人 Feyyooax | 一 地. 
于 是 ， 当 0 一 13 一 yo 一 6 时 ， 福 丰 
十 mm 十 mm 
人 Fe DAX 一 二 天 Ce)C 和 


=| 全 FrGzs yax -全 Frczsyodz 


十 十 om 
二 17Ges ldz 二 人 Ceoyolax 


好 他 帮 


g775 ， 


右 下 


拘 皇 = 十 一 _ 
= 三 + FCx)dx 十 人 了 《xD 


尼 灵 如 
一 -一 一 = 一 
计 十 可 十 齐 一 2。 


由 此 可 知 


十 于 
lim 3 DG 
由 一 了 0 ， 了 


十 om 十- 
= 人 ycesyoodz= 人 lin fxyy?dx。 
有 ” 30 
证 毕 ， 
注 . 本 题 中 应 假定 ， 对 任何 一 a，JFCxyy7 关于 
sx 在 re，b0 上 可 者 . 


利用 积分 符号 与 极限 号 互 换 ， 计 算 积 分 

ad 一 全 ”1 2] 

全。 dx 一 全 lmf (+ 一 ) ”jax。 
解 ” 先 证 积分 符号 与 极限 号 能 互 换 . 事实 上 ，《1) 
函数 (1+- 汪 在 0 <x<4 上 连续 (任何 人-0)， 
故 它 在 (6 ，A0D 上 可 积 ， (2 ) 又 【1 +--) ”在 
K0 ，L0 上 关于 # 为 单调 减 小 的 ， 目 

Ham(1 十 - 芝 ” ) 一 en 


为 连续 梢 数 ， 故 按 犹 硅 定 理 ， 当 nc 时， 函数 


(1+ -学 - ) “在 [0，L0 上 一 臻 趋向 于 ez (3》 由 


子 0 一 (+ ) < 二 《一 1 2 ， 且 


六 -人 + 有 六 


关于 于 一致 政和 伍 . 因此 ， 我 们 可 以 应 用 积分 符号 与 棚 
限 号 的 互 换 定 理 ”)， 共 而 得 


十 c 属 卡 s 
@ 一 2 一 1 各 一空 ， 
癌 有 到 各 “ 
】 一 -- 一 一 - 
人 十 】 


而 
1 dx 一 Ti d 
: (+ VIP 
反 
一 /人 了 y 
又 由 于 
人 过 所 
7 5 
玫 十 = 加 十 o= 让 2 
= 去 二 | 十 中 《全 D 人 人 二 主 六 
一 328 一 327 一 208- 一 177 
赦 得 
2# 一 3 
了 <“ 号 玫 一 了 


十 吧 
又 因 7 人 到 二 一 于 ， 将 上 式 递 推 即 得 


右 了 了 


一 8 人 2 一 3 三 《28 一 3?1! 严 
2 4 (328 一 2 2 《2384 一 2)IT 


全 se-*ax= 1im 工 匀 如 一 3 1 站 开 A/ 人 
各 下 一 5 【28 一 2711 久 。 


根据 刺 里 其 公式， 我 们 有 


in [5KC217T1。 
了 am 《2 天 十 工 )[(C28- 1 


一 Tim [293 一 关 》11238 
nm 【28 一 下 CC288 一 32112 


《2 一 311eA 王 
2 -= (28 一 23T 


2 一 呈 )11AA2H 一 了 


了 -me 攻 羡 他 一 全 2 
一 - 
YY 
- 开 .A2. AT ww 
V 本 立 


*) 和 居 看 菲 诗 金 豆 尔 蒋 车 《 微 积分 学 教程 $》 第 二 着 
480 目 定理 于 ， 
5777， 证 明 ， 积 分 


Ya 一 人 三 。 《3 
是 参数 g 的 连续 函数 . 
属 了 了 吧 


+ + as 
证 FoO= 下 ee 22dx 一 个 人 本， 


一 全 人 台 一 十 全 -az 


= 全 edx 二 - v 严 - 
全 


由 变 上 限 积分 的 竹 质 可 知 积分 |.e-**adz 十 6 《一 co 


一 5 一 十 ce) 的 连续 画 数 ， 故 亚 (a) 也 是 a《 一 co 一 
一 二 ce) 的 连续 函数 . 


5778 。 求 函 煞 


+ si __ 亲 电 
FF 人 29 ds 


扣 


的 不 连续 点 .作出 函数 > 一 FFCa) 的 图 形 . 
解 当 !1 一 es 一 0 即 |1al 一 1 时 ， 


“SinC1 一 人 ) __ 
Fo- 全 core 


Sinmat 亚 
= 全 at dt 一 瑟 。 
] 


当 1 一 az<0 即 lel 盖 工 峙 ， 


CO- 一 了 3 __ 
Fo 一 一 全 1 erras2 一 17x3 


人 三 sin 上 一 
| 中 了 


吃 了 了 


当 1 一 G2 一 让 阳 

即 [a[ 一 1 时 ， 区 

严 (a) 一 0 . 三 

于 是 ，a 一 土 1 为 

Era 的 不 连续 

点 如 图 了 7 .2 
所 元， 


研究 下 列 画 数 在 
床 指 定 区 癌 内 的 
连续 竹 : 


” 旭 区 
辣 寺 和 


池 次 =2 ， 


3773，。 Fa) 一 全 


十 om 
解 对 于 积分 】， 衬 区 2 由于 当 x>> 1 时 ， 


本 
2 十 2 二 LT 
其 中 克 汪 0 遇 旦 皇 积 分 
人 -又 - 
主 如 人 9 - 工 
收 策 ， 套 积分 
全 -3 
1 了 昱 十 呈 
巴 z 关 co 一 至 收 禹 ， 从 而 租 分 


]。 放 冯 


从 = 一 


看 了 学 


5780 . 


35781 ， 


对 2 关 ca 一 致 必 仇 ， 因 此， 天 Ca 当 “<o 时 连续 ， 
由 于 ax 一 上 的 任意 性 ， 故 知 立 Ca) 当 sa 一 2 时 连续 . 


了 《GD 一 全 全 Sos 人 当 cn0D。 


解 ”对 于 任何 4>~ 1 ， 均 克 


而 遂 数 一 在 x 演 1，c>0 时 关于 x 单调 递 虑 ， 且 
出 


也 工 
0 一 一 二 安 一 20 《区 
半 融 


知 ， 当 ”> 十 co 时 - 志 在 auo 时 一 发卡 于 零 . 因 此 ， 
贞 邮 里 黑 里 判别 法 知 积分 


人 cos wx 


了 宫 ” 


对 4a3aer 6 一 致 下 饼 。 于 是 ， 男 数 PKa) 当 >an 
时 连续 . 由 于 ao0 的 任意 性 ， 改 知 习 (ca) 当 ec 一 0 
时 连续 

呈 1 加 
站 KG 一 人 当 9 一“ 一 3 。 


严 


解 Fo)= 人 一 一 本 其 


Wer 乓 三 一 芝 7 


上 了 了 


硬 了 和 


二 号 i 和 
十 了 : 区 证 一 入] Cd 


可 
加 站 1 芝 


0 党 " 攻 旺 一 苦 3 


一 人 一 了 好 下 
所 一 


由 于 当 0 一 0 一 1，0 一 ao< 生 CC< 去 al<2 时 ， 有 有 


站 | sima xl 


疾 和 一 


<( 二 ) - 冯 2 本 


-全 ) 


+ 们 吕 一 上 1 
2 一 CT ， 


故 对 于 任 给 的 e> 0， 当 0 一 9 一 = minf， 


1 ， 三 自 ” 荆 
《2 一 必 ; 2341 ( 豆 ) 32-~al 2 Zel 本 对 一 切 co 二 


cel 攻 有 
311ma 芝 | sim 这 1 
| 了 二 和 3 《一 基因 S [= 了 了 人 入" 扑 二 一 交加 dY 一 2， 


因此 ， 环 积 分 人 dx 当 人 < 你 < 宇 诡 1 时 


3782。 


一 致 收 训 . 从 和 而 互 (a) 在 esCsai 上 连续- 由 0 一 
ao=<wi< 2 的 任意 性 即 知 PC 在 0 一 aa 一 2 上 连续 。 


十 = Ex 、 

所 人 一 上 下 过 0<C<1， 
DY er 

解 Fco= 工 」 了 . TXT 

加 二 灵 要 一 tn 十 自 

一 并 全 


蛋 一 全 


中 


于 


妆 D < 一 esSao 开 时， 


下 一 《5 沾 自 允 
了 -em 上 ci 
虫 


尼 ins 站 D sincsot 
显然 ， 积 分 
人 二 一 ， 下 ct 
器 i 了 卫 们 站 三 ineo 
1 
liam faso 。 一 它 
上 且 下 名 " inc 1， 故 它 是 收 敏 的 , 桓 级 数 


式 o 为 公 比 等 于 e 一 1 的 凡 何 级 数 ， 它 也 收 误 ， 
于 是 ， 由 外 氏 判 别 法 知 级 数 


本 
20Ow0 sin 


对 0 一 4 宏 co 一致 收 禾 . 从 而 ， 注 意 到 被 积 函 数 是 正 
的 ， 即 知 积分 


二 二 --; 
下 本 
日 1 8 天 | 


乒 T7 


ss pe 由 wa-、 -| -一 we 一 上- ha cn ri 


对 0 一 4sQ&o 一 致 收 各 , 因此 ，Fia) 在 0 一 asGo 上 
连 妙 ， 忠 wo 一 1 的 任意 性 知 和 Ca 站 8 一 2 一 1 时 过 


57835。 FCa?= 人 aerodx 当 一 co<a< 寸 co。 


解 当 < 过 0 时 ， 
41 -mas | 上 
F(cD? 一 一 证 ee | 一 记 ， 

显 的 它 是 连 综 的 . 


闭 5 一 0 时， 
十 喇 
了 (07 一 了 0"e-odx 一 ， 
站 


于 是 ， 显 见 下 (2) 当 < 一 0 时 不 连续 。 


33 .广义 积分 中 的 变量 代 换 。 广 义 积分 号 下 
微分 法 及 积分 法 


1” 对 参数 的 微分 法 入 1)》 男 数 A 矿 xy) 于 域 ga<x 一 


十 ce ，3yi<yy 一 yz 的 荐 连续 的 六 对 参数 ?可 微分 8 
2) 人 7GzoDadx 收 伐 ，3)》 人 FiGx，22ex 于 区 间 
《31，3a) 肉 一致 收 贫 ， 风 当 y1 一 7 一 ya 时 


十 = +ea 
-人 fxsyodx 人 有 Goodx 


“ 葬 布 尼 旅 法 册 》 。 


wwerv we were 


3 sy sy 上 果 是 连续 的 : 32》 人 ro yp?ax 在 有 穿 的 区 疝 
长 各 19 3z)7 内 一 至 收 误 ， 册 


人 过 入 人 Fexesy?ax 


一 人 sx 人 7Cxsyody。 《12 


若 FA(x，30 莹 0， 由 公式 【1 在 假定 等 式 (1》 的 
一 器 有 意 交 时 ， 对 于 列 穷 的 区 间 《31，32》 世 正 交 . 


s784. 利用 公式 


上 网 了 - 
人 > 进 科 一 六 《Hp D]7 。 
计算 积分 
1 
7 一 sara dx， 其 中 疾 为 自然 数 ， 


隆 一 革 
解 人 一 mx 《0 为 任意 实数 ) ， 积 分 


nxdz (1) 
。 
对 于 站 兰 ro 二 6 为 一 致 收 误 ， 事实 上 ， 当 0 一 x 雪 1 


玫 : 闵 3 时 ， 
| 名 Ia 扫 一 % 01lnwx， 


而 积分 xnnx dx 显然 收 绩 ”。 因 此 ， 由 外 芭 


如 了 


已 21 


济 红 法 即 知 积分 (1 允 站 关 po 一 0 一 和 开 收 伍 .于 
是 ， 积 分 
人 zax 
站 


对 参数 站 之 和 求 导数 时 ， 积 分 号 与 导数 符号 可 交换 ， 


潭 
本 1 1 】 全 38 一 
三 了 .> C =- 过 


1 
= Xenxecx。 


由 5 一 0 的 任意 性 知 。、 上 式 对 任意 mr 0 均 成 立 . 
闻 理 对 旦 逐次 求 导 数 , 也 可 在 积分 号 下 求 导 数 , 即 


过 5 ) 1 1 
王 dd 


工 
一 了 "11n2 可 区 
和 从 


由 数学 归纳 法 ， 可 得 


人 各 一 1 人 区 一 人 zam 人 


D 


但 是 ， 人 as = 二 Ce-03 ， 故 有 


也 


OO 


1 十 T 本 


5785 。 


从 而 得 


1 长 一 1》 78 
二 一 得 一 
> ln XCY 一 一 AT 


*)》 利用 2362 题 的 娃 果 ， 


利用 公 
tm 
二 Xa-Hh 2 (% 一 0 ， 
计算 积分 


人 人 


自 


Q 1 四 了 
解 Ba 2 二) 一 攻 %2 小 总 3“ 积分 
二 芝 苞 
二 6 


对 az2go 一 0 一 歌 收 效 . 事实 上 ， 当 320 ，g 之 加 
=~=~ 0 时 ， 


1 < 1 
【区 2 全》 长 荆 十 Go 32 7 


而 积分 -3 区 -yz 显然 收 生 ， 因 此 ， 由 外 红 判 别 
法 知 积分 《1 ) 当 a >co> 0 时 一 致 收 伍 .于是 ， 利 
用 菜 布 尼 兹 法 则 ， 即 得 


忆 二 = 人 三 总 


1 
三 oo %aa Jo ac (as jdx 


碌 有 了 


十 汪 
= 人 《2 云 生 一 
由 co>- 0 的 任意 任 知 ， 上 起 对 一 切 oo 罗 成 立 ， 


司 旬 对 积分 -8 汪 二 逐次 求 导数 ， 得 
寻 ” T 本 虽 本 
5 3 CD 人 TO 

但 是 ， 
可 MY 下 】 
da Jo Ye2TaI de Ar 
一 王 1 
本 

好 上 te 上 三 王 

3 254 2 7 
_ 13 1 
， 有 AAS5 9 


TY 


出 数学 归纳 法 ， 可 得 


好 全 好 Y 《2 一 1711 
巡 @9 D 到 让 十 站 2 二 《 


最 后 得 


一 工 加 -oa "+ 于》 


了 -下 《28 一 1311 (+ 本) 
2 《2 下 7 机 “ 


5786。 证 明志 里 黑 里 积分 
硬 2 之 


5787 - 


士 光 ”有 
Ho- 人 


当 cx 夫 0 时 有 寻 函 贰 ， 但 不 能 利用 裴 布 尼 兹 法 则 求 求 
它 


证 当 a= 一 0 时 ， 信 cx 一 y， 得 


_ 寸 近 外 了 了 1 于 
当 c 一 0 时 ，FCc)= 一 下 一 g 一 一 村. 于 是 ， 


当 C 拓 0 人 导 ，Frrga)= 一 0 ， 
但 是 ,如 果 利 用 莱 布 尼 兹 法 网 来 求 , 即 得 错误 的 结 
果 . 事实 上 ， 积 分 


人 (2 ax 一 全 :。。 三 轴 这 站 


爱 散 ， 而 了 Ko 二 o 《Ke 关 0)》 存在 , 因此 , 本题 趟 


能 诬 用 革 布 尼 慈 法 则 准 工 (Ca) 。 
证 明 ， 函 数 
十 2 已 全 号 秃 
Fo 一， 人 富 dx 


往 区 域 一 o 一 ae 一 +co 内 连续 并 且 可 微分 的 . 
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由 于 积分 人 


在 6ao 一 1, ce 十 1) 内 一 致 收 和 化 ， 从 而 已 (o) 在 Kao 一 1， 
ce 十 1) 肉 连 针 且 可 微分， 且 可 在 积分 导 下 求 导数 . 由 
am 的 任 滞 性 ， 即 知 Fa) 在 (一 ca，+c) 内 连续 且 可 
微分 - 
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属 一 9 -他 一 下 要 _ 
一 - 下 全 9 
全 


出 发 ， 计 算 积 分 


十 呈 中 一 时 可 一 荆 
站 一 人 一 一 4 Ka 站 pr 0D) 。 


解 ”不妨 设 o 一 5。 注 意 到 e-” 在 域 。x>>0，a<<y<<8 
上 连续 ， 又 积分 eax 对 ay 反 B 是 一 致 收 全 
的 . 事实 上 ， 当 x 之 0， G< 7 了 < 时 ， 


身 一 es<SeTe 
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但 积分 人 “dx 政 钱 .区 积分 人 eedx 是 一 致 收 
敏 的 . 于是， 利用 对 参数 的 积分 公式 ， 即 得 


三 了 作 ea 


上 上 趟 左 喘 为 人 -一 de 。 右 靖 为 一- 


ln 了， 从 而 得 
人 -dx 一 ln 了 《erDO DO7 。 
斩 -” 革 三 
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式 中 fCxD 为 连续 末 数 及 积分 -2 dx 对 任何 


的 ~ 0 都 有 意义 。 
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简 用 情 基 兰 公 式 ， 计 算 积 分 ， 
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E 时 
解 ”由 于 cosx 在 【0， 二 co) 内 连续 ， 旦 对 任何 


4 0， 积 分 se 关 dx 存在 ， 故 由 傅 荔 兰 公式 ， 
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全 站 与 8 在 苍 一 CS 而 光 琴 
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一 205 0，finm 一 一 ln 一 。 
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解 令 FCx) 一 三 一 aretg%， 则 fx2 在 0<x 一 十 cc 
上 连续 . 
由 于 fx) 一 0 且 《【 利 用 洛 比 塔 法 则 )》 


开 
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人 re dx 一 台 1n.2 
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利用 对 参数 的 微分 法 计算 下 列 积分 ， 


趟 四 一 人 攻 一 及 
5795。 人 人 一 ae (oo0，p=0) 


扣 
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夏 半 一 0 不 是 焉 点。 区 由于 
lim x2。 ce 
汪 十 oo 党 
。 车 总 
一 Ca) 
衬 
十 吕 ni 
故 对 任何 cr 0 ， 有 = 0 积分 一 -一 一 


都 收 敏 。 今 将 8 一 0 固定 ， 面 把 所 求 积 分 视 为 含 参 变 
量 a (ec 一 0) 的 积分 ， 即 令 


十 上 e EX2a ee 一 32 
一 史 站 了。 
了 KG) 人 元 2X 《2 一 


而 
o 一 BY2 一生 2 
二 六 行 二 Jax 
= 一 人 >“e dx. 
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下 证 右 端 积分 在 < 关 ao> 0 时 一 致 收 敏 . 事实 上 上 ， 当 


一 下 42 一 引 四 入 全 
讶 2 全 0 0D sw 一 十 ceo 时， 属 < 宝 区 尼 < 半 要 


机 分 站 sonoed 一 让- 由 似 放 机 


全 eexy2dx 在 wzeo 时 一 致 收 伍 ， 国 此 ， 当 e 冯 


en 上 时。 可 天 积分 号 下 对 参数 求 导 数 ， 
了 所 人 妇 ) 一 一 人 > eex2ayxy 一 一 - 吉 ， 


由 co 0 的 任意 性 条， 上 式 对 一 切 < 一 0 第 成 立 。 
积分 之 ， 得 


TKCa7 一 一 去 In c++C 《0 一 < 一 十 co ， 


其 中 5 为 等 定 的 常数 .在 此 式 中 令 ce= 甩 ， 并 注意 到 
.一 向 Y2 -~ 具 交 
2 = 上 了 一 -ex 一 0 ， 凤 得 
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0 一 TB)= 一 了 ln 有 +C， 
由 此 知 C 一 六 IaB. 于 是 


TCa? 一 一 于 ln < 二 二 ]a 8= 二 ln 《2 ， 
有 


十 二 加 一 GAN 加 一 晤 % 1 局 
全 一 癌 一 一 氏 区 一 二- 元 { CC- 站 。 有 -0)7。 


全 后 
注 。 本 是 中 ,实际 应 考察 积分 Ta) = Flz,ajdx， 
息 


一 媒 三 -上 开 2 
吕 一 已 玫 


一 - - -一 : 交 0 一 3 一 十 co 时 ， 
1 *， 当 x 一 0 时 ， 
帮 吕 乡 


不 乞 必 


勇 章 的 xc 是 0 < 委 Y 一 十 seo，0 一 0 十 co 上 的 连 乡 
函 数 〔〈 BE- 0 国定) 。 我 们 证 明 : 

站 (Ca 一 一 % Ba 《DY 十 coy0-=aw- 一 上 上 co) 
事实 上 ， 当 0 一 YX 一 十 ce 时 ， 此 式 显 然 成 立 。 由 于 
70 G0=0 《0 一 wx 一 Tceo) ， 才 大 (9，C)》 一 站 

《0 一 a 一 十 cc) 。 因 此 ， 上 式 当 关 一 站 时 也 成 立 . 
KK500 显 然 是 0 < 安 Y 一 十 ce，0 一 ca 一 十 ce 上 的 连 经 
六 数 。 

在 下 下 许 客 题 中 ， 我 们 都 度 作 此 理解 ， 但 直 必 写 


全 沙 呈 


加 xz2 
2 一 就 代表 JCx，c) 


出 fxzyay。 函 数 -- 
(5 一 站 时 规定 其 函数 值 为 其 极 隧 值 07》 ， 而 公式 


局 一 Ge 。 
4 一 并 -一 一 Xe 
当 x 一 0 时 也 成 立 《 如 上 上述 ) .这样 ， 才 严格 符合 莱 
布 尼 蓝 法 则 〔〈 积 分 号 下 求 导 数 ) 的 条 件 。 

另外 ， 本 题 若 利用 逐次 积分 洲 伯 可 更 简单 一 些 。 
今 作 如 下 ， 易 知 《 不 起 设 -一 有 


一 如 出 一 中 和 # 所 
本 一 一 玉 呈 光 
二 -一 一 人 蔬 3 了 好 
皖 里 


3 池 
而 积分 * edx 当 a< y 福 月 时 一 致 收 伍 《 因 
为 0sXe ocxeros 而 人 ze edz 收 伍 )， 


疏 可 交换 积分 次 序 ， 得 


赦 % 一 0 不 是 下 点 ， 又 由 于 
可 一 人- 要 一 


1 汪 和 站。 【 
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3 十 汗 虽 


改 积分 (2 二 和) dx 收 禾 cao，P=0) 


区 


)= 。， 


周 拌 ,将 BA 0 固定， 考虑 含 参 变 量 a 的 积分 ， 
十 必 一 训 一 上 馆 
ToO= 人 (一 ) Ga 0 ， 


让 于 


唔 了 半 


TIrHiriTPErEHTPC 和 是 到 和 rr er tr 平一 市 和 Pr Hart 机 Ti Aero 人 re 


+” 站 好 一 人 一 芭 一 让 
-一 -一 本 
0 3 区 ) 
十 人 一色 全 天 (ffe 十 By 关 
=- 一 2 了 Eee 区 
了 时 
一 一 2 ln c 二 上 (ea 0 。 


南 当 ezao= 一 0，1s<x< 十 cc 时， 


| 各 一 ax 一 如 一 十 避 ) 六 [= 它 一 从 站 大 
< 一 一 一 一 
吕 


且 全 2 ”dx 收 伍 ( 因 为 lim xz .2 一 0)， 


故人 全 一 dx 当 w>ce 时 一 致 收 仇 ， 


有 从 而 全 -2 一 dx 当 a3>ao 时 一 致 收 人 


吕 
好 一 cx 一 上 避 一 革 全 十 昌 半 李 
这 


( 竹 意 ， 因 为 im 一 号 一 4， 故 一 0 


不 是 表 虚 》 ， 因 志 ， 和 根据 沫 布 尼 兹 法 则 ， 当 azao 时 
可 在 积分 号 下 求 导 煞 ， 


Po 全 总 2 dx 


由 zxo> 盖 0 的 任意 性 条 ， 汪 式 对 一 切 4 一 0 稼 成 立 。 
占 了 2 


mr 


积分 之 ， 并 注意 到 
站 ia 二 Race=a tn 人 十 lnCc 二 BD 十 C， 
即 得 
Ta 一 一 2a ln 十 忆 -28 Inc 二 BO)+Cu 


其 中 Ci 是 待定 常数 。 令 ga= 有 ,由 由 于 TB)? 一 0， 
得 


0 一 -3 Bin-26 -一 28 in 28 二 Ci， 


艾 司 一 28im2p. 于 是 ， 得 


Ta 一 Ia ) “一 268 lnCa+B)+T28ln28 


_1n 昌 人 六 2c 克 史册 32 日 
一 《 习 寺 厅 73of38 生 


十 == 一 劝 一 由 FF 
全 一 旦 
直 (一 一 二 一 ) 厅 吕 
各 . 作 


蕊 2C8 )2eK 22 癌 72 
《GE 十 疝 ])2s28 


*? 利用 3788 题 的 结果 ， 


一 ja. 


《= 0D， 昌 --DD) ， 


十 吕 一 是 和 一 有 
5795。 了 -一 sinmxdx (ac 0，p0) 。 


名 当 m 一 0 对， 


弛 了 了 


厂子 学 


重 上 aa 一 YX 
了 - 呈 - 一 ”ain 9 可 一 0 
个 


歼 下 谱 总 去 0 。 由 于 


_ 要 一 一 只 左 _ 
lim -一 一 einrmxg 一 0 y 
一 十 在 名 


故 闵 = 0 不 是 环 虑 ， 从 而 被 积 国 数 在 域 ，o < 一 十 co 
一 01.80 内 连续 (x = 0 时 的 画 数 信 理解 为 极 
限 俯 )》 。 又 由 于 


2 一 可 一 后 
多 元 e sin max| 二 -2 十 ee 《X= 人) 


而 积分 一 后 二 dx 收 敏 ， 玫 积分 


瑟 


十 <o 要 一 ax 可 一 了 
了 -ing2 dx 收 伍 ， 从 测 积分 


I 和 


十 二 一 亚 共 一 8 

丘 “* 一 妇 - 

| 一 -一 一 sin y 过 全 
吕 如 


收 仇 . 当 cco 一 0 时， 积分 


十 二 一 0 一 月 时 
下 9 (2 2 __ ain 5xX jd 


姓 站 全 六 


二 一 人 1 主因 
是 一 致 收 伍 的 。 事实 上 ， 


] ein ee 00 (xn > ， 


而 积分 ee" dz 一- 收敛。 于 是 ， 对 于 积分 


如 


十 虽 一 四 1 一 有 
ToD= 人 sinohu ds 
息 


区 


当 < 关 2o 时 可 应 用 某 布 尼 茧 法 到 ， 得 
生子 


了 了 全 基 过 Er 
位 一 一 娥 一 二 拓 和 这 三 一 一 一 一 一 一 
眉 伙 2 十 了 M 


由 <o 一 0 的 任意 性 知 ， 上 式 对 一 切 4 盖 0 均 成 也。 
脸 而 


六) 一 一 dc- 一 arg 必 二 CC ， 
其 中 CC 是 待定 常数。 令 wx 一 月 ， 网 得 
+C， 


地 7 一 0 一 一 arc tg3 


故 C 一 aretg 生 .最 后 得 


十 司 要 一 6- 人 一 和 。 
一 一 一 一 一 一 -一 Si 人 和 过 企 
息 本 


汪 8 it 上 用 are tg - 红 (7 人 
了 ?9 
*#) 刊 用 1839 题 的 结果 


cos 志 GZ 《GD 


srss， 人 了 


解 ”所 3795 题 ， 我 们 可 证 明 ， 当 we 关 ao 一 0 时 ， 对 各 
分 


一 吝 
-口号 人 鲍 芝 


了 Ce 一 全 e 


证] 


夏季 三 


可 应 用 莱 布 尼 兹 法 则 ， 得 
了 一 六 这 ( 生 二 2 一 os oa 和)GX 


十 叶 下 中 了 
一 -一 个 一 吃 站 站 呈 和 和 攻 攻 一 一 一 一 一 一 -一 一 。 
寺 安 2 -了 


由 ao 一 0 的 任意 性 知 ， 上 式 对 一 其 4 一 0 均 成 立 。 
从 两 


To 一 一 人 -= 一 二 xc*+m2) 二 C， 
其 中 C 是 竺 定常 数 。 令 “= 如， 则 得 


7C6)= 0 一 一 去 ln(p? 十 mm2) 十 C， 
故 C 一 于 PCB82? 十 m?)。 报 后 得 


汪 z 一 @E __ 半 一 昌 工 
站 -有 一 和 eeosg FE 避 
号 


2 十 语 
= 了 ln- 据 十 《ce=--0，p-07 。 


G2 十 志 
*s] 利用 1828 题 的 结果 ， 
计算 下 列 积分 : 
六 ras ae dl， 
o ss/ 一 
解 ”由 于 
im _ inC1I 一 cx 一 im lnagl 一 底 2 罗 2 人 
x 一 十 2 一 区 2 有 本 


这 加 这 
3 
一 1i im 工 代 


-一 一 他 2 
= 一 十 作 卫 半 


夏 < 一 0 不 是 环 点 。 从 而 被 积 函 数 在 城 : 0 反 < 一 1 
及 Ial 反 1 内 连续 《xz 一 0 时 的 轴 数 值 理 解 为 极限 
值 》 ， 买 由 于 当 [ail 和 工 时 ， 


1《 工 一 Kg 和》 _ lnKE--%22) 
| < 人 和 0 一， 
1n《]1 一 X2) 生 
而 积分 人 一 了 没 人 二 站 -dx 收 人 (因为 ,1im 人 一 当 
。 0 ] __ ，lnKl1 一 %2) _ 
Xe 一 和 一 1 2 AT 0 


故 积 分 


1 in 《1 一 虚 -3 
| 一 XzAA 工 一 区 和 4 


对 jc1 宏 :+ 一致 收 倒 。 从 而 为 g 的 连续 画 数 《一 1 cc 
近 1)》 。 盟 一 方面 ， 易 知 积 分 


1 驴 lnf1 一 怪 2 和 2》 
下 总 2 1 一 区 2 jz 
站 1 达 多 
一 一 2 了 。 [1 一 as5xX5y AT 一 7 
对 1c1 生 co 一 1 一 致 收 伍 ， 事 实 上 ， 


一 2 之 
一 AT 一 江 
全 
< 《osx-<1)， 


工 一 GE AP 1 一 区 2 


好 37 


而 积分 人 一 ae -过 收敛 。 于 是 ， 对 积分 


,一 


TKa) 一 人 到 -as 区 x 


当 |3| 天 co 时 可 应 用 菜 布 尼 瘦 法 则 ， 得 


党 
To= 一 2 人 让 


由 co 一 1 的 任意 性 知 ， 上 式 对 一 加 141 一 1 鬼 威 立 ， 
先 求 不 定 积分 


巡 交 
{《1 一 灾 2X27) 


作 代 换 x 一 sint， 易 得 
人 
= 去 (站 -一生 57r+ + 六) 
再 对 右 端 两 个 积分 作 代 换 “一 18 于， 可 得 


下 休 
业 一 飞 有 im 


1 
-了 过 二 (7 和 +C,， 


上 好 二 
-十 父 8i 丰 下 


扫 卫 字 


人 
AAA 1 一 必 2 


有 而 


《2 < 于 (2 


AAA 工 一 < AAA 一 

中 

tE 一 -十 安 豆 

十 a -一 上 ， 

(7 位 3 )]|: 

-Cell)， 
现 端 积分， 得 

AAA 1 一 Cs 


一 AAA1I-oas 二 (cl 一 1 ， 
其 中 C 是 待定 常数 . 令 ec= 0 ， 得 
了 TCD) 一 日 一 二 全， 
收 蕊 = 一 ， 共 而 
TD 一 一 TKIAIeas3 rel 一 13》 
在 比 式 两 端 令 wc> 1 一 0 履 c 一 -1 十 0 取 杰 限 ， 六 
注意 到 Ka 在 一 Is<a<i 上 的 连续 性， 即 得 


蝶 池 马 


”TI 一 


区 12 一 区 一 1) 一 一 下 。 
于 是 ， 油 |al< 短 1 时 ， 


人 Tm 一 2 cx 一 一 V1L 一 站 一 CE)》 


0 并 一 汪 
! lnmfT- 一 czxe)》 ， 
5798- 人 dx ceisa1) ， 
解 同 3797 题 ， 我 们 可 以 证 明 ， 
YL InCicwasxa2y 
ro 一 人 TY 吕 x 
当 一 1 丢 4 反 工时 连续 ， 且 当 iel sao 一 1 时 可 应用 甘 
布 尼 兹 法 则 . 于 是 ， 


May fi DB InClI 一 asxs) 
了 分 人 时 7 了 ] az 


= 全 一 2 X%2 
0 【《 工 一 妈 ”%27 AAA] 一 入 


一 卫 丰 工 一 讶 2 和 23- 一 了 
:了 人 一 ax23 AT 


-2 一旦 二 


-和 
0 《1 一刀 5 
一 之 .Z_ 2. 开 

全 号 妇 了 AAA/ 一 全 
江 


一 一 二 工 志 《1|1cxl<seaoy 亦 尖 站 了 。 


各 学 站 


由 wo 一 1 的 任意 性 短 ， 上 式 对 一 切 0 一 la 一 1 均 成 
立 。 积分 得 


刀 他) 一 人 一 5 aa 


1 一 c 
这 


十 区 


一 赤 ln|le|l 十 1la 


一 疼 Ing1 十 AAA 1 一 Cs ?十 忆 ， 


其 中 |z| 一 1，c 夫 0，f 为 待定 常数 . 令 a0， 并 

注意 到 Fe 在 < 一 0 的 连续 性 ， 即 得 
Tr027 一 0 一 ln2 十 瑟 ， 

襄 忆 一 一 下 ln2， 从 而 得 


Tc 一 堪 im LO 一 


Clej-=12》 ， 


在 上 式 中 人 ae 一 1 一 0 及 a> 一 LI 二 0， 并 注意 到 区 ca? 
在 一 1 和 4 过 1 上 的 连续 性 ， 即 知 上 式 当 ec 一 二 1 时 也 
成 立 ， 即 


好 汇 


人 ]m《 卫 一 以 2 
0 AT 一气 2 
1 十 AAA 1 一 上 2 
相 | 


+ 有 FTCTE 公 区 
5799。 1 8 YX， 


有 EC 二 双 如 区 
一 
汪 AM%E 一 1 


ax. 最 然 有 了 DO) 一 0 。 


各 和 了 


_ 且 工 电 生 区 嫂 基 
当 “> 时， 由 于 Ji 下 < 本 赣 


Tc) 政 误 .其 次 ， 易 知 积分 


训 (区 生 全 as 


= 全- 2 . 
1 %(K1 十 Ge》 


=- 人 zc 

ao ALL 一 经 《把 十 G57 

对 关 0 一 臻 收 艇 。 事 实 上 ， 当 ez 六 0，0 近 1 一 1 
上 时， 有 有 


于 人 -一 】 
3 半 三 三 一 
A7 一 上 3YE2 二 Cr AL LE 一 扩 


1 妇 于 
且 上 .一 一 收 化。 于 是 ， 可 应 用 业 布 尼 效 法 则 ， 
得 


Trgo7y 一 三 总 生 工 攻 上 区 性 苦 dx 


Qa XXX2 一 1 


= 人 2 
bw 一 te《 研 十 C2) 


= 了 【tf 十 ww2y3 一 他 2 二 
一 由 


= af 
bo wwf 1 一 经 


面 二 空 


I 巡 王 
也 
相 了 ， AT 5 


一 -于 一 如 2。. 严 
3 2as ez 十 1 
到 理 于 
二 了 > 。 
了 TO 
从 而 有 
Ta 一 二 ce 一 二 二 24dc 
2 3 AA 了 工 十 区 
开 


一 辽 & 一 瑟 wVITTHC (ez0) ， 
其 中 上 C 为 待定 常数 . 令 zs= 0， 得 


7(o) 一 0 一 一 于 +C， 


故 C= 瑟 . 于 是 ， 当 ac>> 0 时 ， 


十 后 。 理 TY 下 同 你 芝 朱 人 
人 2 dx -和 革 ClHo 一 THa)， 


当 c 一 0 时 ， 


十 汪 工人 主攻 从 
2 
二 Xe 


一 全 axXC tgKC 一 妇 ) 
1 ，X5A/ ET 


上 学 性 


于 是 ， 当 一 ce 一 ac 一 十 co 时 ， 


十 = 二 工人 1 区 区 革 
】 TEST 


一 本 (1 十 1cl 一 wwAITTEs yagnc， 
5800 。 三 了 二 
解 ”我 们 首先 计算 积分 


To 一 人 全 9 直人 和 7 dx 
《2s0 是 参数 ，P=-0 固 定 ) 。 
首先 注意 ， 此 积劳 当 0 天 品 扫 G1 《ai 人 0 汶 任 何 有 限 
数 》 村 一 至 站 各 、 事 实 上 ， 当 0 去 a< 反 ai 时， 


]nfI 士 安 2x%27 
<- 
" 右 2 十 等 和 


[下 


<_Ja(12 十 Gex27) 
且 2 十 时 2 


〖《0 <sX 一 十 co) ， 


+” ]n 2 
而 积分 -全 人 二 宇和 3 dx 收 敏 【因为 易 知 


: 绽 ， 了 mn(《1 十 妇 了 2) 
jim 区 3 1 -一 
2 向 2 十 基于 o )。 


于 基 ， KG 是 0 反 和 Ci 上 的 连续 画 数 。 由 cm 
的 任意 性 知 ， FrCa? 当 6 sc 一 十 ce 时 连续 . 
其 次 ， 易 证 积分 
学 学 


全 昌 『 lnC 十 安 2X2 ]ax 


oa = 十 工 3 
一 人 一 dx --_ 开 
5 【有 2 十 %2 光 1 十 如 c 昌 十 1 


当 0 一 aosQSai 时 是 一 查收 委 的 . 事实 上 ， 此 时 


0 过 旦 人 基 二 
【有 辣 - 十 于 331 十 全 和 


< 2cd4 
(到 于 x33CI 二 CSx3》 


十 纺 PP - 
而 积分 人 飞 盏 于 XICT 下 572 Ex 孜 租 。 于 是 ， 


根据 莱 布 尼 慈 法则 ， 当 0 一 co < 反 GsG1 时 ， 可 在 积分 
号 于 求 导 数 ， 得 


7 《ez 一 


〖《 站 和 ooy 


父 导 于 1 
由 弟 :与 go 的 任 疮 性 手 ， 上 式 对 一 切 0 一 c 一 十 oo 均 
成 立 。 两 端 积分 ， 得 


To 一 万 In(ITaB) 十 C 《0 一 a 一 十 ceo) ， 


其 中 心 是 某 常 数 。 在 此 式 中 令 ac-> 十 0 到 极限 ， 并 广 
意 到 Tak2) 在 0 反 & 一 十 ceo 上 连 包 ， 得 

站 一 Tar0)7 一 站 十 号 ， 
鼓 忆 =0- 因此 


TeCc) 一 方 lnCI 二 ep) 《0 扫 C 一 十 co) 


和] 


汝 立 一 0， 


对 于 扬 求 积分 ， 上 只 杰作 适当 变形 妈 得 . 


B 一 0 时 ， 有 
+ nger2 十 全 二 
了 一 女 芝 


-2 inc+imfz+-2sxa ) 
一 全 全 二 要 史 


村 In(1+ 扣 ) 一 季 InCeTB)。 


一 下 in 交 
-五 
此 式 当 # 一 和 4 时 也 成 立 ， 只 要 在 两 端 令 ec 一 0 了 到 极 
CC 十 区 2 区 


限 即 可 ， 这 是 因为 积分 Tc 一。- 条 让 和 
(8 一 0 到 定 ) 当 0 < a 二 村 时 一 瑶 收 化 ( 易 知 


二 
2 lnafcz 十 和 好 让 + 1nfcz 十 区 3》 、 
一 一 一 加 与 人 节 X 当 六 < 扫 台 
癌 3 十 多 


本 和 二 
时 都 一致 驳 仇 ， 事实 上 ， 


中 


< 雪上 


| lg ea 十 各 3》 
人 


避 学 他 


| 


0 运 lnfKerz 十 苹 27 
7 
工 
ln[ -二 十 区 】 
入 1 1】 
一方 生生 (<x+Tco，0<c < 可 让 


二 in( 械 十 xs 】 
全 一 站 

《 布 》 连 妓 - 
对 于 尾 意 的 二 与 局 《 关 0 ， 有 


+ EnKCz 十 和 二》 
全 -一 如 臣 


dx 用 偶 ， 故 了 Ce) 在 版 4 一 0 


_ ff” Inglal? 上 aa? us 一 工 
一 个 语 汪汪 全 JPCIel+16D， 


注意 ， 当 B= o 村 上 式 不 成 立 ， 右 庄 无 意义 ， 占 端的 
积分 六 Ce 计生 dv 易 知 是 发 散 的 。 


5801。 位 aa te tt 如 向 dx ， 
只 


近 


解 先 设 < 之 0，PBz 9。 显然 xx 一 0 不 是 下 点 ， 因 
为 


- 芯 

1im axtc tg CX，aIg 者 有 2 8 
= 症 

+- 十 丫 区 


杀 于 当 cx 天 口 有 s0 叶 ， 


后 学 了 


44 宇 


且 T t 区 全 加 。 生 工 吕 上 攻 及 > 
一 


到 区 二 <S 区 十 oo 


而 积分 ”2 - 收 伍 ， 故 积分 


吕 己 


二 ET 
下 dx 在 cy> 0， pan 时 一 


残 收 伍 ， 从 而 积分 人 -are 二 cx -aret8 5 dx 也 


3 
在 4 汪 0， 有 > 0 时 一 臻 收 敏 . 国 此 ， 函 数 


rc,6)= 全 aTe tE CX ，arc tg 有 站 or 


站 区 


是 cz0， 有 > 0 工 的 二 元 连续 画 数 。 再 考察 两 个 积 
分 


十 虽 
Ta:D) 一 人 间 ( 人 ae ta rarotEE% dx 


二 下 及 了 所 fg 后 
了 X 《LI 二 wa2Xz3 dd 


一 产 arTC tt 区 站 
Ke 站- 汉 4 


= 全- 
= 《1 十 CzX8DfL 十 谨 2 澡 33 


工 
” 瑟 革 2 《sx< 十 co) ， 而 积分 


十 拉 本 蔚 am tE 向 妆 
-一 一 TEN 
了 2KL 十 C 和 2 收 北 , 故 积分 人 2 十 CQ2x2) 地 


当 < 关 eo， 月 8 时 一 致 收盘 ， 从 而 积分 


ff arc tE 碳 和 HH 。 
全 CT 下 Ce 0 当 ea 芝 co， 及 六 0 时 也 一 致 收 敏 


arc + 向 苑 
(四 为 Him -st823 一 全， 故 ,2 = 0 不 是 瑟 点 ). 
国 巧 ， YN 月)? 当 人 蔗 妇 ps 日 之 0 时 连续 ] 着 旦 珊 时 
Ts 及 ) 可 在 积分 号 下 对 < 求 导 数 ， 得 


， YY+ arotg 各 x __ 
Tc 一 人 TREE GdX 一 (oa 有 )。 《1 


转 ezo 一 站 的 性 意 人 性 知 ，《1 ) 式 对 一 切 ec 一 0， 有 0 
威 立 : 并 且 (apD) 是 ac 一 0，0z0 上 的 二 元 连续 
通 数 . 

其 次 ， 上 外 于 当 BaP 一 0，a 一 0 时 ， 


口 一 


1 
于 wzw53CT 十 万 5X37 


工 
么 古 于 2 《日 < 扫 Y 一 十 co 。 


而 积分 人 收 伍 ， 故 积分 


-人 


人 于 
5 《1 十 人 2 LE 十 疝 2 和 7 


耕 必 乡 


看 5 


当 83p ao 一 0 时 一 致 政 伍 .因此 , 并 (aP) 是 ar 0， 
pz 有 上 的 连续 范 数 ， 并 且 5C) 式 中 的 积分 当 有 > 
《ea 0 ) 时 可 在 积分 号 下 对 旦 求 导数 ， 得 
了 《as 各 7 一 SCczs 甩 ) 


_ 全 好 区 
5 《1 十 Ce2X2DCL 十 疗 2X2》 
-ea 全 一 玫 - 
人 2 一 所 2 器 荆 十 交 二 各 车 
加 肌 全 盯 尝 
作 2 一 司 : 0 1 十 册 二 入 人 


3 加 局 江 
2 (22 一 后”) 2 (ae 一 甩 ") 


一 
2(C 十 厅 》“ 
由 有 ,一 的 任意 性 知 ， 对 任何 ae 一 0，8=-0 汐 有 
Ke 有) 一 (a 有 ) 一 -一 。 《2 


《注意 ， 在 推导 此 式 时 应 设 < 震 有， 因为 推导 过 程 中 

分母 内 有 as 一 有 。 但 由 于 天 (ap 是 ae 一 9，Hh>10 

上 上 的 连续 函数 ， 故 和 通过 取 极 限 即 知 【2 ) 式 当 c= 月 

时 也 成 立 ) - 在 《2) 式 中 国定 c=0， 对 有 户 可 分 ,得 
瑟 Kay 有 一 Ca 8) 


一 瑟 ln(c 十 月 ) 二 CUay《nD 一 一 二 co) ， 


其 中 CCa? 是 依 顿 于 e 的 常数 .在 此 式 中 念 户 > 十 0， 
并 注意 到 cp 在 ao 0，8== 0 上 过 续 ， 得 


4 一 ra 0)y 一 1im 7 了 (a,8) 一 祁 ina 二 CCa)， 
8 二 站 
故 
Co 一 一 互 ln c， 
辐 此 ， 


1CosD) = 瑟 ln ea 二 和 (os20，P-0) 。 


再 国定 6 0 ， 对 < 积分 《 布 庙 利用 分 部 积分 沪 ) ， 
得 


于 n 衬 十 太 
Tar0) 一 吾 21 一 二 一 
+ 可 6ln(a 二 AD 二 CeC8)， 


其 中 CYK82 是 依 地 于 如 的 常数 ， 在 此 式 中 令 cc 于 0， 
秆 注意 到 TayD7 在 民 站 帮 ， 后 0 上 连续 ， 得 
0 一 区 0 人 一 五 呈 TCas 朋 ) 


一 村 in 有 TCYC)， 
故 
Cr(D) 一 -ln 局 


手 是 ， 


Za;B) 一 瑟 bn 《Cr 0 韭 > 07 四 


右 卫 1 


显然 ， 对 于 任何 2 与 及 ， 有 


+ aret 名 人 区 。aretE 占 闪 区 
EEC 
用 


.1 攻 |cz] 十 | 丽人 
gc 月) 豆 [EECEIUE | 吾 | 站 和 了 
妾 ec 有关 站 时 
0， 当 z8= 一 0 时 ， 


十 o 3 只 me 卫 
3802， 全 -GaLHrarzeiaG 二 22 dw。 


解 先 设 es0，830 
点 ， 因 为 


1im 1 攻 工 十 aa42InCL 士 有 zx 一 as 用 z 
蕊 


国 首先 ， 注意 ， 忆 一 0 不 是 疏 


X 一 于 向 


由 于 当 8 所 cs 和 Criy，， 0 < 反 月 委 月 :时 ， 恒 有 


0 二 lng1 二 十 后 2 区 2 


-laCl 十 cxs3aing1l 十 月 入 >》 ， 
~ 本 


而 全 一 cat dx 收 伍 (因为 


limxwa。 ln1 十 czx2?lnatl 十 多 xz》 0 ， 
下 下 二 0 3 


故 积 分 全 int1I 十 底 < % ln 十 疝 ? 和 2 二 莹 性 当 0 < 宝 


将 


过 :下 19 


0 私有 去 有 时 一 歼 收 俄 . 因 因此， 函数 
6S2Z 


2 1a 2 从 231 宇 光 2 
TKa,8) 一 六 lag1 十 cz 芝 DaC1 士 斌 ad 《13 


是 bp<asat，， 0 过 B<B 上 的 二 元 连续 范 数 ,由 
ai 0， 甩 ;一 了 的 任意 性 知 ， Ta:B) 是 C 之 0， 月 a20 
上 上 的 二 元 连续 函数 。 再 考察 两 个 积分 


十 必 匀 洁 1 症 2 
Ja 一 全 2 1mnK1 十 底 2 如 zlntkt 十 疝 2 区 2 az 


司 
=- dx ， (2》 

Ke 一 300 
本 


了 交 G 有 
一 一 《am 一 人 0，pD-0D) 。 《3 


由 于 当 0 一 ao 所 csGl， 0 反 有 去 有 时， 人 恒 有 


0 <_2c InCL 十 有 2x2) 
二 3 


2 放 ， lng1 十 户 3Y2 


办 


而 易 知 积分 人 2) dx 收 笋 ， 帮 537 


X%zKLT 十 CSX%57 

式 中 的 积分 在 0 一 ae 所 a 所 xi， 0 近 O<8 工 一致 收 
第 ， 谋 此 可 知 7(ay 有) 是 co 么 ce 0 天 有 <B 上 
的 连续 天 数 ， 并 且 在 其 上 《1 ) 中 的 积分 可 在 积分 号 


折 末 有 


总 5 学 


玉 对 袜 求 导数 ， 得 


4 fr” 2a lngl1 二 有 sxa2) 
Ca 一 人 TOEX5 可 式 


二 (Ce 有 ) 。 二 本 


由 acCo 一 0 肌 站 一 0 的 任意 性 知 ， ap 是 
am0， 慧 演 0 上 的 连 鳞 函 数 ， 并 有 上 且 〈4) 式 对 一 切 
a=0， 朋 0 者 成立 。 

其 次 ， 当 0 一 a<al，0 一 Dos 有 二 让 时 ， 饶 有 


- 生字 加 
【1 十 Q2%s7C1L 十 内 2 和” 


站 


贞 妇 


+ 有 1 ， 
而 积分 下 。 了 于 收 伺 ， 醒 《337 趟 中 的 者 


和 分 在 0 -< 和 cl 0 一 Do<gs<D 上 一 致 收 效 . 于 
是 ， 在 其 上 《2 1) 式 中 的 种 分 可 在 积分 号 下 对 上 求 导 
狐 ， 得 

TYKay 一 Kay) 


_ 全 出 训 有 和 

了 [EC2x2381 二 月 2%27 dd 
2 月 

立 十 在 本 《5? 


由 cl 一 0， 甩 一 有 日。 一 0 的 性 意 性 知 ， 《5 ) 式 对 一 
切 ce 一 0， 有 -0 者 成 立 . 〔5) 式 两 端 对 万 积分 之 
《ea=0 轻 定 ) ”得 


2fa RD 一 Ca 月) 
一 2 有 一 2ra2lnga 十 月 7) 十 人 Ke》 
《0 一 月 一 十 ce ， 
其 中 CCa2? 是 依 丈 于 灾 的 常数 .在 此 式 中 念 局 ~ 十 0， 
取 级 限 ， 并 注 交 到 Je， p) 在 ar 0 下 连 继 ， 
得 
0 一 ra 0 一 lim7reayP) 
BE 一 + 吕 
一 一 2r02in 十 CC 
巩 
CCa7 一 2 alnc。 
内 比 ， 
了 (KG 内) 一 27G 月 一 2FX2LIKCC 二 有) 十 3021 他 
《ea 一 0 月 0) 。 


两 端 再 对 c 积分 〈6 一 0 固定 》， 得 


TasBD 一 cz8 一 了 raslnCa 十 B) 
+ 二 (co+TDD 一 az 


一 和 rpslnCa 十 B) 十 子 Cdlm 人 


一 cs 十 CCB) 《0 <a 一 十 ceo) ， 


其 中 CeKB) 是 依赖 于 有 的 常数 .在 此 式 两 端 令 
2-~ 十 0 取 级 根 ， 并 注意 到 ay 8 在 aR20，8i 0 
上 连 绽 ， 得 


必 卫 3 


帮 5 帮 


0 一 TO 有) 一 lim Tawy 有) 
全 一 ?十 自 


__ 2 有 一 二 工 月 an 吕 十 Cs 彰 7， 


Ce 月) =- 一 池 x ps+3 了 rpsln 月 。 
于 是 


7TCa,B) 一 一 了 mw(as 十 B3)ln(a 十 有 ) 
十 二 Co 二 03 一 人 as 


一 可 Ba 十 本 masln a 十 如 sim) 


2 


arCap(a 十 B)+aslna 二 sln 有 
一 《2 十 且 *)1nCa 十 间 四 【0，D 一 07， 
六 此 ， 圣 竺 意 的 <， 甩 有 


+” lngt 十 Ce2XasD》LInC1 士 加 2z 罗 3 
了 3 生 二 人 2 


自 


上 近 


-2E[la81Cial 二 181) 二 lelalnlc| 
-|」 +18laal81 一 ciels 二 18la?lacilcl 
十 | 如 | 7 当 =B8 关 0 时 ， 


0 当 aB8= 由 时 。 


5805-。 从 公式 
十 一 “一 二 十 二 一 天 三 了 
了 本 一 总 8 三 
人 人 ”过 了 台 史 


Tv Sn 


中 令 一 地 其 中 如 为 任意 正 数 ， 即 得 


中 证 
7=z 人 所 2 四 
由 


在 上 式 两 端 蒋 皮 e ”da ， 再 对 4 从 0 到 十 co 积分 ， 


得 
十 二 一 上 吕 十 近 一 环 呈 3 

7 一 人 e@ da 人 丰台 Gd 《1》 
由 于 被 积 函数 xe +? 是 非 负 的 连续 函数 ， 关 旦 
租 和 分 

1 二 3 __ 上 

上 ed 2 十 59 
及 


十 c 
了 e 一代 二 全 2 一 ee 
9 


分 草 贡 于 上 及 4 是 连续 的 ， 积 分 互 换 后 的 逐次 积分 晶 
然 奔 在 .于 是 ,( 1 ) 式 中 的 积分 顺序 可 以 互 换 口 。， 并 且 


各 写 了 7 


*#>》 大 看 非 赫 金 哥 尔 蔬 著 《 微 积 分 学 教程 》 第 二 卷 
483 目 定理 了 的 系 理 . 


利用 尤 拉 - 普 阿桑 积分 ， 求 下 列 积分 之 值 : 


3804 。 人 ee 本 《G=~ 作 ， 加 避让 2 站 3 


一 十 


1 
+ -二 [gx 十 到 3 十 mc 一 2] 
= 性 区 三 罗 


B2 -ec 
一 它 


了 
全-e 一 本 十 百 放 这 cx 


三 学 


盖 _ 好 么 -2 
AAA 三 3 
一 百 己 一 6 
二 区 ee 台 四 
三 


#7 只 要 假定 ae>0， 洒 件 ac 一 请 一 0 可 去 掉 。 


二 co 
35805 全 KG 2 十 29-Hei》 世 02 十 2 和 二 后 本 和 


Ka 0 ， Ge 一 疡 32- D) s 


解 设 一 7 Cox 十 的 一 1 则 xz 一 -4 二” 代入 
得 


十 王 
| Kalx2z 十 381x 十 ci) 世 一 C2A2 十 中 忆 十 加 过 和 


及 2 一 站 人 
一 】 本 + at aa 2f(aD1 一 Gt 六 》 
一 了 aa 


十 .31 一 2apbl + jd 


和 


让 于 
Ta -所 1 人 一 引 
全 fag -经 df -- 于 人 face 》 
证 am 1 才 o 一 和 AAA 
+ 二 代 二 一 一 人 一 


十 呈 
了 fed 一 


一 丰 
工 一 


= 


看 59 


及 
十 om 十 om - 
了 ed 一 2 e- 匀 di 一 / 克 。 
一 上 总 
让 得 
守 油 
人 《EX2 十 26 攻 十 Je 一 (ax 二 280 二 让 过 基 


古 各 一 区 他 


-1 一 上 有 
AP 他 呈 


+(22 see +o)wF 


。 《G 十 282)G1 一 和 05P1 十 202ca 
2 好 


*) 有 只 要 假定 c~ 0 ， 条 件 ce 一 赋 一 0 可 去 兵 ， 


gs806 。 人 ee Exadxe (GD 


解 三。 一 SA2ch 昌 光 号 


十 om 
一 忌 已 Zax2gepw 十 e 3 各 


= 云 人 <。 (942 一 此 省 和 十 二 人 e+80 ax 


到 2 

1 /天 -证 1 本 
一 一- 一 -人 一 一 一 -人 
2 了 茎 十 可 将 


厂 50 


的 
=Vzee 
好 
ss 利用 3804 题 的 希 果 。 
5807 . 人 + Ce 一 6y . 
全 


解 ”由 于 积分 


_ 
了 丰 一 -ww 
自 ] 


故 利用 2855 题 的 结果 。 即 得 
人 富 若 


必 


二 已 2 位 4: + ex 


号 


一 分 2a 人 
昌 


to 元 
一 2 ex 一 ea 
全 


如 于 


一 CY2 一 甩 %3 
35808 . 全 e “一 e ”dx Ke 0，B--0)》 ， 
解 ” 由 分 部 积分 法 知 


一 2 一 了 
十 呈 避 诬 才 已 本 攻 了 
6 攻 


轻 
一 人 


扣 扣 了 


809 . 


捷 顾 生 


一 2 《ce 一 ay2 癌 可 一 入 533 吕 X 
0 


-一 2 ww 吾 ce 


YE CA/ 


.> 亚 -+aw 再 。 > 严 


一 ww 有 一 E). 


全 coazxcx 《TO7> 。 
0 


解 念 TD 一 全 eeosBx dx .由 于 parzeosBu 
如 


与 各 《ea42 poD8 贡 X 了 = 一半 世 2 旺 in Bix 痢 是 尖 党 中 


一 co 一 一 十 co 上 的 连续 遂 数 ， 并 旦 此 村 
|e -<x2 eos 百 x | < 如 24， 
1 ex2 sin 玉 X] < 雪 芝 es 


而 积分 “ax 与 全 er“r*dx 都 收 伐 ， 故 积 


分 人 os sx cx 与 人 > 人 3A” 8i 了 看 区 cx 帮 在 
一 ce 一 一 二 co 上 一 致 收 伍 ， 从 而 可 在 积分 号 下 求 导 


数 ， 得 
126 一- 人 三 > 一 2sin 站 和 圳 和 
乱 一 


《一 ceo<p-c 二 co) ， 


利用 分 部 积分 法 ， 得 
全 > 已 一 42 和 这 人 


一 2 二 
一 一 自作 sinbxz| 


2 站 
-了 oa 
导 个 
已 
一 TCDD 
故 1 的 一 一 -之 -7TC6) (一 ceb 一 oo) ， 
于 基 ， 
rr 1 
一 一 一 - 直 odb， 
即 


Im KoD 一 一 人 下 C (一 一 9 一 二 co) ， 


其 中 C 是 待定 常数 ， 也 即 
2 
[7 一 心 | Be 如 《一 co 一 十 co ， 


其 中 C: 也 是 待定 常数 。 但 
553 了 


,看 行 学 


-人 
代入 ， 得 C, 一 卫 W 工 . 于是， 最 后 得 


二 om 
下 忆 42cDbS 自学 妇 区 


一 
一 [Kb 一 去 V 王 如 《一 co 一 b 一 十 co) 


村 号 
上 区 四 一 BA25imn EX KG 0 。 
卫 


符 一 经 # 吕 。 。 
解 党 如 Si 由 党 莹 区 
自 


一 in Ge 242) 
怠 


”4 得 


*) 利用 3809 题 的 结果 。 


量 


人 


3811， 人 ze os 25x cx (aa 为 站 然 数 7 。 
烽 
解 ”由 3809 题 得 


信和 Co0s 了 YX 避 革 一 > 人 一 2 《1 > 


各 


二 呈 避 上 


积分 下 Ce CC 各 玄 百 息 雪 区 
一 中 和 eee (sa 五 汉 + 全 和 【27》 
耐 |““e- ”ecos (abz 二 -| 二 科 e [YX 人 0)》。 


但 是 积分 人 xfe- 科 dx 对 于 任意 的 自然 数 均 收 
和 化 ， 故 积分 〔2 ) 当 一 o 一 8 一 十 o 时 一 致 收 钱 、 因 
此 ，《1 ) 式 的 左 端 可 在 积分 号 下 求 任意 次 导致 ， 从 
而 可 得 


全 aa 一 2 os 了 在 芭 3 可 革 


十 o 
一 了 人 29 区 28B 一 二 2 08f 2 让 关 十 下 严 ] 本 区 
6 


叶 o 
一 和 2 一下) 人 学 


看 看 务 


人 42 nos 归 百 区 圩 区 


琴 瑟 过 3 一 五 2 
二 所 一 1) 9 2 


3812， 从 村 分 
To 一 站 oo dx 


贞 发 ， 计 算 迪 里 票 里 积分 


解 ” 先 设 思 ~ 0， 将 月 固定 ,ae 视 为 参 变量 . 仿 3760 是 
， ， 十 一 sin 好 区 
的 证 法 ， 可 知 积 分 ee dz 当 a>0 时 
一 致 收 伍 ， 从 而 FKo) 是 ec 0 上 的 连续 函数 《注意 ， 
上 述 积分 中 “= 0 不 是 隐 点 ， 因 为 lim er -in pe 
一 月 ) ， 由 村 
人 三- 器 [e-= Si Jadx 


tm 局 
=-】 人 si 向 区 忆 基 一 一 二 二 Be 


易 扼 积分 一 4iDn 及 Ycy 当 放 六 co 0 时 一 致 收 


效 《因为 此 时 1e**sin 肌 | se oa0x， 人 而 人 ed 
全 


石 丘 厂 


收 敏 ) ， 故 知 当 ez>co 时 ， 积 分 er 古 2 dx 
可 在 积分 导 下 求 导 数 ， 得 
7 一 二 和。 

由 ao>=- 0 的 任意 性 知 ， 上 式 对 一 切 0 一 ac 一 +co 尼 成 
立 . 两 端 对 a 积分 ， 得 

7(o) 一 一 are 二 奋 十 人 《0 一 a 一 二 co) ， 《1》 
其 中 心 是 基 常 数 . 由 1sinil 宏 141 知 

El< 8 人 “ax = 和 《0 一 c 一 十 co ， 


由 此 可 知 ima zc) 一 0. 在 (17? 式 两 吴 令 wa 一 十 ce 
取 极 限 ， 得 0 = 一 也 二 C， 故 C= 洒 .于 是 ， 


TCD 一 一 are 4 订 十 计 《0 一 wz 一 二 co》 。 (2) 


在 2)》 式 了 琴 问 令 一 十 0 取 极 限 ， 并 注意 到 Ta) 
当 zx 关 0 时 连续 ， 即 得 


(6) 一 TK0) 一 lim 7Co) 一 卫 。 
-4 十 自 
当 8 一 0 时 ，D(9) 一 一 DC-B)=- 二 .又 显然 有 


DEC0) 一 0 ， 络 上 所 述 ， 有 


吾 67 


5815。 


后 全 


CD 一 瑟 sgn 月 。 


条 用 迪 里 昧 里 和 倩 荀 兰 积分 ， 求 下 列 祝 分 之 值 : 
六 和 一 es x 


各 委 全 


人 和 《CDO) ， 


解 令 7Cp) =- 人 2 一 epx dx . 首 洁 注意 到 
x=~ 0 不 是 臣 点 ， 因 为 


一 三 罗 各 

。 全 区 一 作品 中 闪光 
11m 一 一 一 一 一 一 
上 一 十 必 邯 


一 lim -一 2axe-o7 十 ainpx 有 


-一 四。 
5 一 十 各 吕 邯 儿 
由 于 
一 此 老生 
| | < (xz0)， 
二 一 一 台 四 日 
而 全 < 政 仇 ,故人 < espa dx 在 一 


和 一 尼 直 
一 5 一 上 ce 上 一 致 收 委 ， 从 而 人 e 一 coa .82 dx 


记 在 一 ce 一 有 一 十 ee 上 一 私 收 和 全. 于 是 ，508) 是 一 c 
一 8 一 co 上 上 的 连续 函数 ， 下 设 房 -~ 0 . 由 于 


全 志 日 (< -px ) dx 


= 全 sin 肌 x 开 
内 < 


- 忆 交 一 训 。 


十 


而 积分 站 ai 人 dx 在 6>ho= oo 上 一 致 收 伍 


(因为 当 x-> 廿 co 时 二 单调 递减 趋 于 零 而 
| 人 smpxds|=| 人 <-3 -， 故 由 和 办 


黑 里 判别 法 知人 -sp dx 当月 >Bo 时 一 致 收 
化)》。 于 是 ， 当 Be> Bu 时 ， 可 在 积分 导 下 求 导数 ， 得 
上 攻 放 
rp 一 人 -2 dv 一 下 ， (1 
由 有 ,~0 的 任 辣 性 知 ，【〔《1 >》 式 对 一 切 盖 0 篆 成 
立 .。 于 是 
TCO) 一 BC 《0 一 6<=Teo) ， 《327 


其 中 上 是 某 常 数 。 在 《2 ) 式 两 端 令 6 一 二 0 取 极 限 ， 
江 注 意 到 了 工 D) 在 一 oe 一 有 一 二 cc 上 的 连续 性 ， 得 


t+” eew 一 1 ; 
了 一 一 -dx=ro) 一 lim7rC8) 一 人 《3? 
自 攻 用 一 十 日 
极 据 3808 题 结果 辣 
全 ee L 
心 
一 ff 一 (aoc0D， 0) ， 《4) 
十 cm 一 虚 尖 一 晤 汪 2 
令 7(CO)= 人 2 二 -一 dx Cao》 ， 伪 上 


在 看 哨 


35814. 


1 了 7 他 


蕊 学 旺 一 此 


+m 一 一 入 有 
面 之 证 ， 兄 知 全 2 -dx 当 电 关 0 时 一 


吕 


歌 监 伐 ， 故 74B) 是 有 关上 的 连续 本 数 ,于 是 ， 在 
《4 式 两 端 集 6 十 0 了 到 极 限 ， 得 


+ ee as 1 
人 -dx 一 Co) 
以 此 找 六 《3)》 式 ， 得 CC 一 一 下 ee 。 于 是 ， 


TCp) 一 一 wwEe (0 乓 8 一 +c) 。 


当 且 一 0 时 ，T(CP) 一 区 一 旬 一 计 《一 6) 一 GE， 
总 之 ， 得 


*? 利用 3812 题 的 结果 ， 


全 Sitna 妈 革 sin 局 X 和 
@ 这 “ 


好 全 Si 2 in 0 je 
自 


1 工 人 ee 一 AD eeaCe 十 局 dx 
2 心 9 


*)》 利用 379o 题 的 结果 ， 
二” sin 必 X eoa 各 X 
5815， 人 本 


光 


解 上 日 二 0Ds 有 % 2 


才 PS 十 训 二 ai 一 2x 


,人 aizgC 士 问 ? 一 5ing 厅 一 ) 工 必 


0 总 
「 心 ， 若 |2i1 一 01 93 
-| ee 车 Jal 一 181 ve 
4 


至 sgna ， 车 lzl 一 16loo。 


*>》 利用 38791 题 的 结果 ， 
*##) 肌 *sy》 利用 3812 题 的 结果 ， 


] 
3816， 全 -es ct 可 


和 解 由于 sin sax 一 3asinecx 一 4sinsaxy， 栈 


广 是 训 呈 全 站 cx 一 三 sin cy 一 sin 3 位 皂 Le 
昌 于 0 年 瑟 

四 和 下 0 

一 本 sg 他 (入 一 于) 一 本 ?SI 人 证。 


百 7 了 


817 。 


石 7 仿 


*) 利用 3812 题 的 铺 果 ， 
人 Cd 
解 令 1o 一 人 (ex dx。 先 设 上 演 


显然 “= 0 不 是 下 点 。 因 尖 lim (-2 cx ) 一 az 
一 十 站 相州 


而 由于 (2 ) < 又 人 < 收 化， 故 
六 (2 ydx 在 az>0 上 一 爽 收 伍 ， 从 而 


人 (ds 在 c0 时 一 致 收 仇 . 困 也 ,ITCc) 


是 c 演 0 上 的 连续 冰 数 。 
因 


+ 中 2 
人】 训 ( 人 1) cx 


一 全 22 ax 一 和 
0 芋 本 


而 积分 人 2 dx 当 上 之 co>0 时 一 致 收 喜 


(参看 3813 题 的 解 题 过 程 》， 故 当 w 衬 ae 时 可 在 积分 
导 下 求 导 数 ， 得 


中 间 
Fo 一 人 sia 2cX yw 一 开 ay) 


由 ao 一 0 的 任意 性 知 ，〈1 ) 式 对 一 切 a 一 0 次 成 
立 。 两 器 积分 .得 


To 一 了 ca 一 C 《Da< 二 co) ， 


其 中 吕 是 某 常 数 . 在 上 式 两 端 令 <-= 十 0 取 极 限 ， 并 
注意 到 Ta? 在 ez0 时 的 连续 性 知 
0 一 TKO7 一 lim Te 一 尼 ， 


一 十 
于 是 TKoD 一 本 《0 <sc 一 二 coco) 。 当 < 一 0 时 ， 显 
然 ，!(o) 一 2 一 a) 一 本 (一 2)， 坝 对 于 任何 <。 有 


人 -2 ) 本 区 一 TCa) 一 卫 |c|。 


5818， 人 (2 ) dx。 
地 人 ds 
一 一 直人 simsax xf 一 ) 


十 反 


-La sinsox | 
吕 


+ 二 全 引 必 Bi CA cos CQX 


引 吧 全 Si 了 全 人 COS CEX wx 
沁 避 2 


厂 7 


号 4 荆 
一 一 二 在 站 全 放 C03 灵芝 工人 


卡 虽 


站 妨 芝 王 各 作品 3 巡 攻 | 
和 


十 吓 1 2 工 妆 下 

有 1 瑟 好 攻 有 站 是 才 一 作 引 区 售 基 

十 旦 双 于 2 全 CXY 一 全 aimCGX yw 
区 


十 叶 j 
鸟 1 民品 
-和 2Gain ax% 了 yx 


0 丽 
3 伺 3 必 6 人知 xx 
呈 总 
访 
一 3Q2 sg 人 一 号 ca 于 S 攻 备 妈 
一 人 aasgar 一 和 区 cla| 。 


坏 m 吕 下 和 
品 和 下， 沁 
解 一 区 


全 


1 ， 14 
一 一 一 8 且 业 生 
芝 


十 十 on 王 生 
+ 生 sia2X cos 


自 了 交 


_ 人 三 长 汪 呈 im 区 一 Biii 号 区 cos 邯 


息 


十 oo 1 十 号 。 
=- 号 8i 桓 全 基 一 上 品 斌 全 册 基 本 
呈 癌 名 习 自 了 


G7 学 


mm 
-去 了 号 上 吨 区 dx 


字 六 吕 
={- 呈 一 了 一 了 和 - - 严 
2 3 了 /5 4* 


5820、 -ev 一 ein 6x dx。 
石 


， 贡 
和 解 。” 直 和 于 sim x% 一 再 (Ceo8Y 一 4cos2X 坏 37， 故 


全 sinacwX 一 simd 右 X xx 


必 了 


1 全 coOa 沿革 咏 cos 凡 朋 区 
ZE 一 一 aa 吕 
大 站 和 df 


了 工 全 os 了 Xi 一 CO6 2 甩 x 
2wo 范 


工 在 顾 
一 井中 | 入 | -去 巴 | 委 | 
一 - 当 1n 号 | { 妇 六 皇 夭 站 了》 
上 六 和 和 


广 若 a=4= 86， 显然 积分 为 零 ; 着 = 658 关 0)? 
或 有 一 0 (zc 关 0) ， 电 条 积分 发 散 。 


网 
5821， 人 -Clx， 


解 ” 作 代 换 <=wT+T， 则 有 


十 呈 呈 i 疾 长 各 》 1 Tt” sin 上 王 
af _ 
蔚 2 wo 下 吐 二 “ 


右 73 


十 mm 。 。 
5822 人 er 2 dx 《Rs0，am-0， 有 =-0)， 


和 解 信 e- siT ezX sin 占 工 必 


起 区 

1 - 二 
一 一 一 必 3in C 和 Sin 及 区 

区 在 


十 me 
+ 作 汪 (一 Rere ainax sinBx 
D 


十 e 和 《GZ sia 向 YecosG 十 有 si 人 Xeos 癌 邱 有 这 区 


四 位 ee” 妈 Sin 且 和 cogt 攻 十 和 站 sinzX cnpa 户 x 
和 卫 


有 全。 守信 这 各 Sn 各 交 dx 


0 区 
出 于 
人 ee 他 Bin 稻 % ceos 女 半 
0 区 
CE 人 ”iv sinka 十 肛 )x 一 sinKa 一 月 )x ，. 
- 呈 。 2 元 吃 


壮 ) 
-对 ( aretg-2 有 aretg-2R) ， 


担 


必 十 丘 


人 三 < 下 sin cx eos 有 x 
号 ( 色 TC tt 区 天 一 十 arc t 癌 


< 上 )， 


如 7 


十 o in 人 芝 Si 应 关 
人 ee ai CX si 及 2 Us 
总 允 


__ 人 [fte-H13+1T，* [eosfKa- 癌 )X-co 眶 G+ 月 )X] Ne 


昌 号 世 


一 工 全 夺 E 一 上 一 -st 一 记 芝 好 中 


烟 


-直人 ce 一 De 二 加 半 dx 


1 站 + cog 赤 KgC 一 向 ?区 一 co 弛 让 十 疝 ) 蕊 
+ 二 六 Cd 
.1 1n-- (2 一 局?2 

2 2 《C 一 岂 ) 十 展 


-1 ln - 《G 二 局) - 
四 〔@ 十 局 32 十 让 2 2 


一 - ， 
加 


《KG 十 且 22 十 和 
4 《G 一 闻 72 十 Ra 


十 呈 昌 i 放 改 芝 iD 避 竺 
下 已 一 下 和 xz dx 
和 党 


十 如 arc ft 2 二 上- 一 -23 ac t 匠 一 此 


玉 


《一 问 》2 十 让 
二 本 Cax 二 的 > 十 和 


*#? 利用 3812 题 的 结果 . 
+ 易 知 3796 题 的 结果 当 ec 一 0， 有 = 0 时 志 成 立 . 


扣 77 


5825、 对 于 不 同 的 二 值 ， 求 迪 里 黑 里 间断 乘 数 


2 ft 用 
DG) 一 二】 Si 了 aHL CDB 凡 和 芝 元 
作出 函数 y 一 吕 5x) 的 图 形 . 


工 【” sinGL -xsiagl 一 
和 解 Do= 十 人 本 -区 


当 |1x1 上 时 ，1 二 xz 一 0 及 1 一 5 一 和， 利用 3812 是 的 
结果 ， 即 得 呈 (x 裤 一 十 ( 王 十 到 ) 一 1 


当 |1x#1 一 工时 ，1 二 和 有 下 一 3 中 总 有 一 个 罗 零 ， 一 
为 正和 值 ， 刘 得 也 kx) 一 二 于 一 本 


光 |xj> 1 时 ，(CL+xyCI 一 <0， 即 得 Cx) 一 0. 
如 图 7.3 所 承 。 


图 7 了 "3 


5824。 计算 积分 : 


Ga) 扩 .P， 人 -2 -dxi 


各 7 


Tb03 加 加 
(6) 太 . 忆 人 -22 人 ax 。 


同 ep 7.P， 人 -全 -dr 


一 挛 .P. 全” sa 一 总 可 


Te 5 可 eos 如 
一 六 .PP 人 全 2 God 


一 天 , 瑟 . 人 2 
= 人 aoos GP or 一 多 8gnazeosCGzp， 
扬 
类似 地 ， 可 求 得 


《6 亚 .了 人 dx 一 9 区 六 克 8 生生 站 。 


5825。 和 用 公式 


1 人 + 一 3 十 z23 
[一 人 92， 


放任 控 症 近 拔 禹 盆 


Ce 


十 人 三 呈 放 革 
工 一 人 于 一 


二 om 十 = 
解 工 一 二 COs 如 六 加 汪 人 四 “3 汪汪 全 ， 也 于 被 
积 状 数 cos ax e 2040 是 0 二 % 一 十 coy 站 守 ? 了 一 


十 o 上 的 连 镇 函数 ， 游 且 绝 对 值 的 积分 


石 了 多 


十 = 十 人 
全 so 人 er7a+reooosaxidx 
心 力 
十 mm 二 
< 人 ed 人 一 2 
扬 了 


人 
一- . _ 一 好 地 
2 DA > 一 ? 


一 六 一 十 Co y 
故 原 逐次 积分 可 交换 积分 顺序 ， 得 


十 oo 士 亚 
工人 
心 站 


二 -9 。 工 -各 
一 全 全 -去 Ye 元 
+ 上 训 -3 了 杂 


人 


< 一 机 
心 
训 2. say 


本 他 一 Te 本 


一 / 亏 。 

*> 利用 3809 画 的 结果 ， 

*##》 和 用 3807 题 的 结果 。 
5826， 计 算 积 分 


”6 二 
匹 = 了 ax。 
1 a 工 十 %s 


届 osCX 节 3in 巡 芭 


看 8 


考虑 积分 工 = ”2 cs dx 。 南 于 


CDS 让 芝 
1 十 区 


1 ci 1 oa G 
< 么 1 而， 本 es 收 伍 ， 放生 和 dv 


当 一 ee 一 4 一 十 co 时 一 玖 收 敏 ， 又 由 于 当 e 六 Co 0 
时 ， 
| 人 smexax|=| se | < 去， 


而 “二 基 -， 当 x 一 1 时 递减 , 且 当 x -十 co 时 赵 于 零 ， 


于 是 ,由 迪 里 黑 里 判别 法 知 积分 人 “天 dx 当 


1 十 区 
4% 关 co 时 一 致 收 仇 . 因此 ， 当 沁 ce 时 可 在 积分 号 下 
求 导 数 ， 香 
-一 一 二 。 《172 
下 wo 一 0 的 任意 性 知 ，《1 》 式 对 一 切 -0 成立， 
下 3835 题 知 当 gr 0 时 大 一 本 e .于 是 ,由 (1) 
式 知 


显然 ， 当 二 一 采 时 ， 


一 福 ) 亚 
王 一 芷 一 一 昌 
本 了 TFTX 到 ”4 


可 有 了 


丙 当 < 一 0 了 时 ， 芝 :一 0 。 综 上 所 述 ， 存 


记 本 sen ae 。 


了 
1 7 1 和 开 _z 
一 一 一 一 一 一 一 se- 一 一 一 (一 辣 
了 一" 全 2 本 1 一 e 


+ 利用 3825 匣 的 结果 。 


5828， 人 一 人 dx。 


Ta 
解 了 《1 十 %39E TY 


= 食 口号 全 东 Le 一 三 - 关 sos 广东 


oo 工 十 区 0 艺 1 十 郊 王 3 全 

一 工 
一 也 6 1s1 十 -= 于 全 x# cos ex 可 (一 本 ez) 
开 _15l 工 。X%008 从 | 
一 3 ”十 广 ' 一 xs |。 


二 oo 一 1 
了 了 1 心 占 痊 革 一 人称 芝 8 卫 届 革 
全 主 十 基 2 


站 有 人 2 


一 一 Ta1 ”Son 达 
到 2 将 > 了 于 
业 串 
+ 人 人 吧 8i -ai 
十 可 工 十 党 


-一 ta 一 [La 台 . 工 5 王 妆 se 一 131 
一 瑟 乡 下 十 可 "更 5E 


王 如 


一 瑟 GLTialDe 7 。 


沿 


* 利用 3825 题 与 3826 题 的 结果 ， 


5829， 人“ 


一 区 3 十 归于 二 站 


心性 二 辽 兴 


EX 《ae 人 0 ， 


共 ) 


一 晤 2 人》 


本 宇 


了 万 2 
解 axz 上 2bz 十 o=af 人 x 十 也 ) 十 -至 ]. 令 


则 


AAGG 一 百 
站 


让 乓 2 十 中间 关 十 妇 一 中 十 了 ?5 


Da 妹 关 荆 人 5 让 (et -之 ) 


本 


于 类， 
Te DO 名 机 基 
uv -一 一 一 一 
站 - 好 只 -二 多 相 苦于 让 好 
占 安 
帮 口 s 绽 屋 工 CDSs 一 一 --- 
1 三 2 
1 -一 - 了 十 下 3 


灵 十 8in 代 评 3in 


妇 下 


， 一 闪 ( < 十 过) 《8 人) 5 


帮 83 


1 + ain te 二 二 也 5 
十 位 皇 人 工 十 # 四 
cos 必 z+ | 一 
由 于 | 一 邱 全 在 一 | 天 二 十 季 ， 而 全 双 。 一 到 收 
获 故 积分 人 -sea 到 收 和 化 . 同 理 ， 积 分 
9 _ 工 干 生 本 轩 亿 


+ sim 让 人 史 下 Da 二 
人 和 玉生 df 收 禾 ， 又 由 于 一生 和 各 一 为 偶 函 


数 ，- 一 于 的 二 为 寄 函 数 ， 放 


十 5 巡 了 二 
全 1 十 下 c 


才 


+ CDs 个 二 
一 2 人 一 一 一 -dt 一 和 enlsl 
1 二 红 


to sin cp 
一 -一 一 -人 一 
- 1 于 丰 02， 
从 而 得 


全 CD3 忱 如 1 五 如 
CC -一 一 
一 吕 和 2 十 号 区 十 如 7 在 


_ 风机 


王 十 
五 本 可 _。 


一 一 一 一 -cs 


AiGF 一 疡 : 区 
*>》 利用 3825 题 的 结果 。 
58350， 利 用 公式 


1 卫 二 人 2 
0 


计算 傅 伦 混 耳 积分 


ev 


殖 
及 
二 = Teos 蕊 
人 sf 这 全 罗 =- 冯 人 7 如 总 
解 ”在 积分 
一 -2 全 -xsd 
AAA 网 二 了 “ 


的 两 端 乘 以 sin Y， 再 在 0 一 %o 失 闪 &l 上 积分 ， 则 
得 


人 号 让 区 dr 
ab AAA O 


号 书 工 盯 o 四 。 一 贞 42 
7 人 ax 人 名 in 和 ee 加 4 


， -- - 二 
由 于 lsimnxoer ol<e -ao2， 而 全 ea" dy 下 


化 ， 页 积分 人 aa BA 对 Yo< 扫 2XT 一 致 次 
化 ， 从 而 可 进行 积分 顺序 的 互 换 ， 得 


人 号 了 人 区 dx 
%p AAA 


网 衬 十 上 4%1 ， 。 一 步 32 
-一 二 -上 可 了 si 中 = 忆 如 区 


必 


可 有 


看 有 站 


了 人 AT y2sin 祥 十 cosX7 *1a 
工 十 y4 和 0 
一 oa 全 2 3 
于 -六 GDa 区 0 全 dy 
-人 


土 述 等 式 右 喘 的 请 积分 分 别 对 0 所 xo 一 十 ce，0 <2a 
一 十 co 都 是 一 致 政 伍 的 (事实 上 ，e-s#o <1， 


2 ， 昌 积分 全 学 5 及 人 这 区 


收 伍 〗 。 于 是 ， 它 们 分 别 都 是 wo， xi (0< 委 3 一 
十 so 0 < 委 %i < 十 co) 的 连 千 畏 数 。 从 而 证 %o 一 十 0 
可 在 积分 寻 下 取 概 限 ， 得 


二， 一 省 172 
一 一 人 sin 营 1 中 了 子 
AA 光 1 十 包 


十 = 四 一 3 
-站 os 澡 1 上 了 下 ay ， 


多 


由 于 上 式 吉 端的 斤 两 个 积分 均 本 超过 积 女 
二 2 站 
一 考 132 _ 工 下 
ed 一， 


且 1iin 二 一 上， 巩 令 xi 十 ce， 即 稳 


闻 1 十 oo 3 
+ ein 项 + 枯 4 
。 2 4 A 了 。 工 十 了 4 
一 2 ___ _,/ 开 
AAA 有 
最 后 得 
= _ 1 Si 世 四 
二 号 计生 2 三 苞 人 7 如 一 一 7 到。 
同 续 可 得 
人 oscxzodx =-- 之 生 。 
求 下 列 积 分 之 值 ， 


5851，、f 人 sinaxs+2bx+oodx (az 二 0)》 。 
汪 
解 人 siakaxs- 二 26x 直 edx 
一 人 ai a[ X% 十 也 ) 二 -2 有 ax 
一 全 日 卫 (ai 十 ac 一 中 一 di 


看 87 


-一 一 -一 rr 


如 局 一 - 疡 2 + 
-os -人 S 诗 准 妆 天 村 
好 一 上 


本 十 加 
十 sin se- e 了 3 引 如 于 研 芝 了 
多 咯 


再 3 二 o . 
一 旧名 站 好 。 区间 二 Se 一 已 . 民 上 sin 2 可 3 


in _Ge 一 六 I 人 三。 二 
十 sin -一 7 vTT __ 08 曙 “ 槛 光 


*J7 利用 3830 题 的 结果 ， 
十 十 
5352. 二 3iD 名 2。cos 26X dx 。 


十 mm 
解 了 8ib 和 2os 了 人 光 过 区 


于 人 Csingxs+TaaxyTsincaes 一 263》 ec 和 


1 元 1) 
=- 间 喜 8i (村 一 轻 ) 二 w 元 Si 【 志 一 o) 


一 AA 区 sin 《也 一 ss) 一 /元 Coas ( 江 十 as)， 


乳 交 可 


*2 和 有 3831 革 的 结 隘 - 
十 呈 
38355. 了 CGs 330Da 全 DA 可 江 ， 


十 ca 
解 中 Cog 党 308 2G4 好 世 


一 到 人 Ceoescx 十 2GX] 十 eofKg 人 2 一 2 区 了] 可 基 


= 支 人 工 8 了 《x? 十 2ax 十 喜 ) 
十 sin[( xz 一 20x 十 至 )] 上 和 

于 :2 元 sin (于 一 ?十 于 
一 A/ 帮 aimn (过 -os)。 

*) 利用 3831 题 的 结果 


5854。 证 明 公 式 : 


1 3 全 本 dx 一 -区 sin Gu 《czz0) ， 


十 心 
2 7 人 Ca Cx 一 一 于 *os "2 《2 0) ， 


这 里 e 拓 9 ， 积 分 应 了 解 为 在 再 西 意义 上 的 主 值 ， 


1 人 222 as 


上 3 风 


一 im[ 站” oa GX 


下 一 十 用 自 @2 -一 多 
二 一 十 o 
才 
CDs 底 芝 
十 了 一 ] 
十 时 妇 ” 一 党 


an[ 人 cs GX mw 
村 和 了 在 一 邯 


和 二 中 DSS 人 和 
-escx dx 十 下 aa 
十 人 间 生 下 


如 十 将 


十 下 dx | 


好 十 装 
2 an[ 了 -reg 
中 一 十 自 二 
4 一 
da 一 __ 
+ 了 友 提 2 二 


一 人 必 吕 三 二 人 of 


和 尼 昌 三 攻 一 个 d] 


23TH 引 
4 了 2 
人 oa 


+ 人 ODS SC 一 人 _ 


对 0 


639 


-全 oa at 二 9 1 


习 


[ 全 cos CC 一 Da CE+GED 
了 


Tim 

二 查 下 十 癌 
上 4 一 十 号 

轴 全” 2 Coa 2 一 多 3 kt 一 好 ) 
骨 一 秋 


人 ses at 一 2 dt] 
鱼 可 一 中 
4-” 2 3in cf sin 安 人 芋 


一 1 _ lim 
2G 二 Do 
站 十 吧 
碍 十 一 
1 lim fsosctt 一 0 
2 站 4 本 mw 二 ! 


衬 中 十 月 一 
1 os CE 一 4 
2 1 十 0 22 一 


， 主 喧 
Liaoc (人 -2 di=- 汪 sinaa 
2 


宁 c 
> ) 人 世 生 2 8 


一 1im 加 
可 一 十 一 


人 十 虽 
本 区 3 宅地 

十 人， 
问 十 入 Ga 一 艺 


了 3iml 人 0 


首 一 村 必 


本 -二 on 


[全 区 芝 罗 


配 销 玫 


行 号 立 


+ 了 本 dx 二 Sinm 商学 LE 


避 一 上 
虽 Si 次 玫 
十 - ee 
人 ， 羊 十 苹 


一 二 人 号 计 立 CC df 


5 一 于 站 


二 六” -ed 


4 4 Si CC 十 G 
下 人 于 


占 二 和 号 im (一 的 了] 
+ 了 一 一 人 二 这 


四 羡 十 拉 


一 一 到 1 到 卫 卫 2 一 史 _ 
本 
子 可 一 名 证 at 一 G) 
十 下 一 一 一 叶 


_sin ckt 十 G) 
+ 了 


上 全 in act 一 四 1 ] 


5 二 9 


一 - 友 am 全 和 并 衣 C( 人 人 让 【二 + 人 1 


2 二 中 
-一 
上 全 _sin ct 一 09 df 
迪 一 引 王 


di] 
二 di 


至 口 填 时 


二 一 五 。 
一 1】 Him 2 sinmcicos CC 7 
习 一 十 上 卫 了 
AM 一 十 忆 
Ha ji 一 
-了 站 咏 i 刀 全 ( 人 一 如 
呈 4 一 是 4 王 


lim (人们 ”sinecct 一 cy di 


1 一 十 由 吕 一 了 


+ si 
一 一 忆 人 TS C 了 _SD CE 
和 下 


了 
一 -oosaa 
相 
*) 利用 3812 题 的 结果 . 


编者 注 ， 原 题 1 ) 应 加 上 上 条件 sa0 . 当 < 一 0 时 ， 
有 


十 cc 
屏 号 呈 侧 污 
人 ds 


0 8@2 一 时 2 


一 人 Co9sS 一 过 关 一 2 Sn 一 灾 》 


克 Sin 好 它 。 

位 

原 题 2 》 应 加 上 条 件 =- 0 。 当 c= 0 时 等 式 显然 不 
成 立 ( 开 端 等 于 0 ， 右 端 等 于 一 地 ); 当 ax- 0 时 ， 有 


石 儿子 


3835 。 


咯 呈 学 


十 me 
上 有 10 写 第 

一 一 一 人 
了 站 3 一 各 2 


_ 食 区 if 一 挛 ] 本 


0 他 三 一 符 


~ 一 | -- 且 ses ce 一 oD |= 吾 oos 好 全。 
对 于 函数 /7(f) ， 求 拉 普 拉 斯 变换 
十 co 
5 一 下 enDdi (pc 0)， 
设 ， 


全 ) 居间 一 丰 《Cr 为 自然 数 ); (67 7 的 一 下 ， 
《了 7 子 K 丰 一 上 zt (7 CE 一 了 ee 


长 机 天 K 一 cosy (867 子 (7 一 
〖【 王 》 了 [让 一 Si CA 。 


解 (ay 五 Cp) 一 全 ce” fe 
站 


工 一 尼 一 


下 
于 


的 -了 一 下 ]| [ 上 本 一 
盖 一 -一 所 和 个 人 下 一 
。 十 。 性 这 


一 旦 全 eazridy 
古 站 


一 1 次 


Ce [1 
一 一 得 三 eaadt 一 -EL 
碧 扣 


《6) 玫 ) 一 和 evTadi 


一 一 方 eew 了 
工 < 
2 起 和 AN 
了 二 一 居 sf2 AT 
一 一 一 如 一 - 
。 机 2 四 7 访 “ 


十 o 亚 
萎 下 3 PCoD= 人 要 一 芷 ca 全 尼 t 一 地 本 
吕 


当 罗 ra 时 ， 已 ( 们 一 下 当 psa 时 ， 积 分 发 


散 . 


《mn》 Er《 由 ) 一 三 ce 他 一 ee 
心 


于 呈 
于 了 一 【十 实 ) fr 
心 


1 考 ) 
PT (oO 。 


*) 利用 本 题 〈《a ) 的 结果 ，"# 一 1 工 ， 
蕊 》 FCb= 全 eeos 下 


一 由 66s 十 in 扩 十 
起 2 十 上 站 


看 细节 


一 马 环 一 中 
由 了 tn 2 全 -lm -6 一 o 苍 数 


# 一 十 吕 te 二 加 
一 e 
-二 有 界 


6 一 1 一人 < 朵 一 常数 《0 一 上 一 十 coy 。 


几 些 可知 。 当 - 0 时 ， 积 分 人 < 一 .di 收 
人 每 ， 并 且 
十 < 
0 一 尼 ( 的 且 人 ed 


-一 Co 一 bp<+co) ， 《1] 


十 = 
一 下 好 人 一 工 
站 


王莽 十 喇 
一 下 ee- cn+1t 好 一 下 李 一 让 全 
避 LH 


一 1 上 土 
一 -1 让 pb=0) ， 


它 对 站 oo 一 0 是 一 致 收 误 的 . 因此 ， 妆 坊 六 bo 时 ， 
可 对 函数 严 Cz) 应 用 薰 布 尼 这 法 则 ， 得 


1 上 上 ri 。 
天 扩 访 ?一 DB 下 亩 《 汉 坊 六 疡 o 了 时 )》 。 


站 95 


各 


3856 ， 


由 户 o=>-~ 0 的 任意 竹 知 ， 上 起 对 一 切记 一 0 均 成 立 。 
两 端 积 分 ， 得 


Rb) 一 四 几 让 C 《0 一 pco)， 《的 


其 中 心 是 某 带 数 . 由 《17) 式 知 
im 《 力 ?一 心 。 


于 是 ， 在 (2 ? 式 两 庙 令 > 十 ce， 取 极限 ， 得 避 一 0。 
出 此 可 知 


FF 一 la- 志 一 In 二 于) 


| - 
Ca 开 ( 抱 一 人 esinawT di 


#) 利用 3810 题 的 结果 。 
证 明 公式 〈 达 着 希 兹 积分 ) 


f TopDat 一 Ke 6y》， 


1 
VE 下 下 
其 中 Joce= 二 人 cosCx sin ep7d9 为 中指 数 是 o 的 

内 塞 耳 函数 (和 参 阿 3726 题 ) 


证 人 ”7ociDdi 
息 


本 呈 7 


工 三 ” -。 “ 

一 工 人 e df 人 cosCbtsiae ) dp。 出 于 积分 

全 escb air py 革 0 < 扫 则 过 是 一 至 收 策 的 ， 
筷 


歼 可 交 克 积 分 上 顺序， 得 
全 了 CBtDG 


自 


一 十 二 人 ao 人 osd Et sin 人 7 


全 一 ees(bteosg)-* Basinpsinfbieing) c 一 人 
可 大 站 十 起 2 ii2 信 )ae 
加 了 巡 外 2a 人 在 可 英 
2 二 pzsain2g : 下 0 区 2 十 鼎 2 si 过 

-2 人 
交 可 《GE 十 户 2)t 囊 人 十 好 
-aa 全 CH 
亚 0 《Ga 十 夯 2 ?了 2 十 在 
226 L AGE 十 昌 2F +” 
GE2 十 站 3 证 他 和 
1 
AA Ga 十 几 = 


5837 。 求 处 苹 什 将 六 其 变 净 


FCD=- -用人 0dy。 


帮 9 晤 


设 ， 。 
《8 3 一 工 《G2 FCYy7 一 了 2 
《B)》 FFC 一 已 2“j Kry CCY 一 coa Go。 


解 《ay) F(O 一 全 oay 


《6 王 《Y) 一 一 一: 一 
王 


籽 罗 纯 


700 


-1 ,wz - 工 
AAA 2 2 
及 
二 mm 四 
了 对) 
故 得 
1 222 /五 1 
到 如 ) 环 一 -一 一 一 一 -一 ”一 芝 一 一 
《3 一 二 十 7 3 人知 二 可， 
于 
《my 五 (xy 一 -人 eeseedy 
、 7 四 
1 全 一 ( 蕉 一 32 寸 253 呈 7 
二 
工 即 2 十 2 外 洛 全 一 攻 玉 一 光一 经]3 呈 
一 -- 一 一 :一 一 安 e 王 
A 一 = > 
1 az+sar。 gw 
王 之 


一 2 


tpPy 王 fx? 一 1- 人 eees Gy 可 yy 


< 西 所 一 = 
十 m 
= 一 一 已 Moa 在 [人 二 下 
Aw 理 一 莹 - 
心口 和 让 芝 二 2 
一 -一 一 -二 区 一 芷 0S GE 人生 
AL 天 -= 
Si 位 基 + 2 
- = 尼 号 如 二 这 押 
ll 一 =” . 


DSS BX 了 
一 一 -一 嫩 一 
可 AY 下 女 


mW 府 
一 ee 4 ecos 丰 。 
* 利用 3809 题 的 苦果 ， 
358358 . 站 贝 协 夫 一 反 耳 米 特 多 硕 式 由 公式 . 


再 Cs) 一 (一 1)" ez 
而 定 光 ， 证 明 


人 - 
了 8 2 长 用 下 工区， 
人 ceaoe -dx 

2 01AA 二 ， 洲 信 一 上 


证 由 1231 题 的 结果 知 , 再 o(%) 为 一 个 # 次 多 项 式 , 且 
半 的 系数 为 2， 不 戎 设 生 8， 则 


ee 
一 于 


=(-2 全 LT 机 ci ] 


一 涵 三 3 dx 


上 + P ， 健 a 上 上 一 
一 《一 1 上 人 sexy Te 可 区 
二 《一 荆 3s7 Ja (2 3 (Ce 一 92 


70 


一 02 人 ECDe- dx- 
当 m<w 时 ，Fo Kx)= 0， 故 
人 EDECoe-2 dx=0s 
当 四 一时， 吾 4 (2 一 3? 和 ， 故 


人 一 %3 
引 五 (xD 有 Cs7e ”可 % 


十 虽 加 有 
一 2 e 5 本 28 区。 


53585359 计算 在 概率 论 中 有 重要 意义 的 积分 


_ 名 《一 的 2 
一 1 们 ” 2 2 有 cd 
名 革 广 六 -80DTD 0 _ 已 
《iD，rom03 。 
解 ”注意 到 
1 
Cl 2 CE 


四 
Cr 十 如 3 疡 一 .GS 
< 一 33 ”3 FJ 
] CT 
一 CT 了 
2 cic “ 


71 立 


384D0. 


I 全 一 《上 呈 归 
训 JJ) -~ 和 一 《2E2 十 宇 十 5 这 
名 》 也 严 TITa 一 上 


一 三 呈 一 下 2 间 》 


天 一 一， 人 


2 和 Url 痊 


将 ga, pp。，e 的 表达 式 代 入 上 式 , 并 令 5 一 we 于 ci ， 
化 简 整 理 得 


(区 )》 一 一 -一 202 。 


> 利用 3804 题 的 结果 。 


设 函 数 jx) 在 区 间 《 一 吧 ， 十 ce 内 连续 且 绝 对 可 和 视 
分 所 。 证 虹 。 积 分 


人 和 一 涛 38 
1 二 “本 
ax 人 一人 7。 4 三 
满足 热传导 方程 式 
可 球 如 2 引 
本 一 4 一 避 开 
及 初 值 条 忻 


1izn 让 Ciy 直 一 天 ( 
一 士 品 


证 当 + 上 一 0， 一 co 一 X=- 小 oo 时 ， 
2 人 
| re ”| < 而 全 HCl 上 


《二 一 江 到 


一 十 co， 故 积分 1)e 5 在 fo0， 


7 了 


一 co 一 * 一 十 co 上 一 致 收 代 ， 从 而 zx, 是 + 一 0， 
一 = 一 “一 十 co 上 的 连续 国 数 - 考虑 积分 


《党 一 省 吧 
人 (Fe 2 ad 
四 
一 -7CpD。 4 La， (1 
过 一 %] 本 


-ee 4 


2 


， 《人才 一 区 ?2 
-ec 和 交 )m 
2 
好 2 一 
六 87e “ -| 
+ 6 


先 考 赛 〈《1) 式 中 的 积分 ， 
转子 对 1z1 近 zx，0 一 引 委 二 < 扫 和 《fto，i 任意 
固定 ) ， 当 1&I 盖 ze 时。， 有 有- ， 


-过 
一 2 【直人 
了 区 了 巴 人 4 
【| 上 | 一 二 的 2 


《| 十 Xe22 
出 2 


熏 


TCD ee 4 


7 总 


1 


_ EL xzo33 
有 
放 当 15[ 一 < 时， 有 有 - 
发 才 一 名 了》 
1 全 ce | 二 MGSD1， 


其 中 凡是 某 常 数 。 于 是 ， 报 据 人 “17(6)148 一 十 co， 


由 外 民 判 别 法 短 ， 《1 1) 式 中 的 税 分 在 171 近 Yo， 
0 -to< + < 生机 上 .至 收 敏 ， 

同 理 可 证 ，《2 ) 式 中 的 积分 和 《3 )》 式 中 的 积 
分 痢 在 1x1< 所 xzo，0 一 f 扫 二 哇 丰 上 一 致 收 伐 于 是 。 
在 其 上 可 应 用 莱 布 庆 兹 法 则 在 积分 号 于 求 导 数 ， 得 


侣 中 1 


ef 4qfA/ 光 


2 
人 ce 二 人 1 (47 


衬 好 荆 _ 
1 
DY 20 ， 4 
-下 一 尖 了 Ex 。 
全 7 本 2 (5) 


2 1 
加 党 生存 7 卫 


本 _ 人 一 三 
“ 全 > (Eye -全 一 1 je 《67? 


字 有 0 训 


IN 


由 xay fa 和 的 任意 性 知 ， 《4 TY《57、(6) 三 
式 对 一 切 一 ce 一 < 一 十 co ff 一 0 都 成 立 . 根据 《4) 
戒 昌 《6) 式 ， 即 得 


人 fr 二 02 中 
好 局 


卡 商 证 明 


1im (2 站 一 六 2 《一 co 一 zx 一 十 co) 。 《7》 


《一 co 一 % 一 十 co ff-0) 。 


任意 固定 x， 晶 知 (fo， - 作 变 量 找 换 5 一 - 谤 二 - 


【 才 一 学 ] 生 


广 -4 


一 PP+= 3 
一 2GAA 了 人 二 在 一 GAN Tt 


放 
疆 (CSX3 人 广 一 天 区 区 
1 《2 
四 
一- 二 2 人 CHF-H0e 
任 给 < 一 0 . 根据 fx) 在 点 x 的 连续 性 ， 可取 某 
6 一 0， 使 浸 | 一 x[ 生 8 夺 ， 便 有 17(6 一 AD 1 一 豆 
我 们 有 
册 区 近 ， 下 》 一 了 直 区 


-人 人 


一 TEA UP 人 PER 二 mm 本 


了 人 一 市 22 
二 人 )C7CE) 一 PCx)3e 4 好 
一 4 十 -2 十 了 
下 而 分 哮 傅 计 了 + 了 本 了 。。 我 们 有 


十 和 
[天 CE 


1 二 


《二 一 名)2 
一 /Cox)De 5 上 | 


1 2 5 
0 
4 
-0 人 名。 
又 有 


1L 生 训 
Il=| 507 小 C7C5) 


_ 《二 一 加 2 
一 7FCxDe 本 dd | 


吝 


< 1 一 十 吧 
507TE 人 LHCD1d 
| 21 十 oo 加 人 
2Gw/ rt 下 二 看 号 避 


间 王 
1 3 人 
< 人 Frcsp1as 


TD07 


1 二 二 记名 
十 人 名 加 


击 此 可 知 1 zs 一 0 。 癌 理 可 证 古训 75 一 0 。 了 是 ， 
存在 9=-03 和 司 当 0 一 一 人 时 ， 恒 有 
17a1 一半， 1 一 王 。 
由 此 ， 当 0 一 ! -9 时 ， 恒 有 
BE 


故 《7 》 式 成 立 ， 证 毕 。 


*) 编者 注 ， 本 亚 原 书 把 - 怠 一 呈 -9385 误 写 为 


TO8: 


ou 1 他 2 姑 


《一 co， 十 co) 上 绝对 可 积 ， 这 是 不 够 的 。 应 加 土 假定 
Kx) 在 (一 ee， 十 ceo) 圭 连续- 否则 ， 缚 论 
下 区 丝光 天 
就 可 能 不 成 立 了 ， 例 如 ， 令 
1 ， 当 2 一 站 时 8 
D， 当 X 天 六 时， 
财 显然 -Kx 在 (一 co，+ce) 绝 对 可 积 .这 时 


Ht m0s 一 ce-=Y- 一 十 co ， 
故 站 mm 2C0: 扫 一 0 入 1 一 Co)， 
一 + 


Fo?=| 


原 
- 枕 
人 负 
页 


了 09 一 7 了 40 


第 六 章 ”多 变量 函数 的 微分 法 


81. 多 变 量 函 数 的 极限 .连续 性 
12 多 变量 函数 的 直 限 证 国 数 乒 五 ) 一 六 [Xi Mao 


在 以 五 为 聚 点 的 集合 五 上 有 定义 ， 若 对 放任 何 的 sn 
存在 育 3= 上 ee: 一 0， 使 得 只 要 三 E 巧 机 0 一品 ( 有 :已 一 各 
[其 中 PP,Po) 为 已 和 已 ,二 虚 间 的 蝶 离 ?， 风 
17CP)? 一 4-=e， 
我 们 就 说 
mm FCP)= 公 
2 连续 性 若 
5 TCR 一 ACPo。 
则 称 函 数 FCP) 于 P。 点 是 连续 的 


Mr rr ur 


Mr vererore or ro were 


3 一 致 连续 性 ” 若 对 王 每 一 个 se 一 0 都 存在 有 取 与 有 


关 的 5 一 0， 使 得 对 于 域 C 中 的 任何 点 已"，PA， 只 要 是 
开 ，I 6。 


便 有 不 等 式 
LHCP 一 FCPy)1-e 
成 立 ， 册 称 函 数 fCP) 于 域 G 内 是 一 致 连续 的 。 


于 有 界 闲 域内 的 连续 画 数 于 此 域内 蕙 一 致 连 录 的 。 


确定 并 绘 出 下 列 函 数 存 在 的 域 ， 
51 有 6 。 uc 一 Y 十 AAA ， 
解 ” 存 在 域 为 半 平 面 ， 
闻 六 站 生 


如 图 6'1 阴影 部 分 所 示 , 包 括 束 个 DOx 办 在 内 。 


心 中 
图 日 民 
51387，4 一 AT 一 y 
十 AAA33 一 1 
解 ”存在 域 为 汪 足 不 
等 式 _ i 


1x1<s1,|31 芝 1 
的 点 集 ， 如 图 6.2 阴 
形 部 分 所 未 ， 包 揪 边 
界 〈 粕 实 线 ) 在 内 . 
5158. 2 一 /AT 二 2 一 
解 存在 城 为 圆 


5139.。 : 


3T40 。a 一 


AAAX3 十 JE 一 (和 一 克 5 


35141。 


等 式 


1 本 本 FreeererroraTmerermerna 一 mr 一 一 二 rr 一 一 


2 十 y2<1， 
如 图 6'3 阴影 部 分 所 
示 ， 亿 揪 辆 周 在 内 。 
_ 了 ， 
7 
解 ”存在 域 为 满足 未 
等 式 

人 2 十 和 2】 
的 点 集 , 即 辆 zz 十 和 2 
一 1 的 外 面 ， 如 图 6 
4 所 示 ， 不 包括 图 周 
〈 碟 线 ) 在 内 . 


和 解 ”存在 域 为 满足 不 
圭 式  - 
工夫 居 十 和 2 < 机 
的 点 集 , 吉 图 6.5 所 示 
的 环 , 包 播 边 异 在 内 . 
3 
2YX 一 汪汪 


解 ”存在 域 为 满足 不 


必要 半 2 十 攻 2- 一 2 区 


的 点 集 . 由 xx 十 ys 


> 得 出 

(一 二 ) +yz>( 寺 ) ， 
由 x2 廿 32 一 2 得 
出 
(xx 一 1)2 寸 yz- 一 1， 
酚 者 组 成 一 月 形 ， 
如 图 66 胃 影 部 分 
所 未， 

5142， 4 一 AAA 一 (《%2 十 多 2)2。 
解 ”存在 堪 为 满足 
不 等 式 

一 JSX2 二 3 
的 点 全 ， 如 加 6.7 
明 影 部 分 所 了 示 ， 人 包 
插 边 界 在 内 。 

和 145 ， 习 一 ia 一半 一 少 )》。 
解 ” 存 在 域 为 六 平 
秆 

溯 士 30 
如 图 6:8 阴影 者 分 
所 示 ， 不 包括 直线 
2 十 = 一 0 在 内 。 

本 114， 苹 一 are sinm 过 。 


解 ” 存 在 起 为 满足 
间 


不 等 式 

之 < 狼 1 
或 |3?| 委 |x%| 《zx 关 0) 
的 上 戌 售 ， 这 是 一 对 对 
项 的 直角 ， 如 图 6:9 
阴影 部 分 所 示 ， 不 包 
揪 原 点 在 内 。 

严 
区 十 “ 图 686:9 
种 ”存在 域 为 满足 不 等 式 


5145，8# 一 arceos 


上 


的 点 和 集 . 由 | 5 | 二 :得 1x1<12+y| 《x 二 一 yy)， 


即 xs<x2 十 2X3 十 2 孔 203 十 2x)220 ， 也 即 
人 _ 他 


日 
了 区 一 2 


但 xx，2 不 能 同时 为 

零 .这 是 由 直线 : wy 一 y 二 2x 一 0 
0 和 > 一 一 2x%4 所 国 成 

的 一 对 对 项 的 和 ， 如 

图 6.10 阴影 部 分 所 

示 ， 和 包括 边 界 在 内 ， 

得 不 包括 公共 项 点 口 
《0,02 在 内 。 


水 < 扫 一 33Y。 


这 


1 休 


j 玉 


玫 
印 
世 
心 


S146， 刀 一 arc sin2s 了 afcsinK 1 一 少 )。 


解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 


近 1 及 11-3|1s1K7 天 0 ) 


了 
习 到 


的 点 集 ， 即 
2 Xey 


0O<<yY< 二 2 


站 
马 > RSS 
0<?<s3。 一 一 二 一 一 
这 是 由 抛物 钱 : 


3 一 光一 一 
和 直线 yy:-= 站 所 
转 蕊 的 曲 边 三 第 
形 ， 名 图 6"11 阴 
影 部 分 所 示 ， 不 
包 揪 原点 在 上 内。 
3147. 玉 一 wsSinfXz5 二 yy57。 
和 解 ” 存 在 域 为 满 
足 丰 等 式 
SjnfX2 于 风 2) 2 
或 2 和 <2 十 条 
<SK325 二 1) 加 攻 开 图 6-12 
=01*2，… 的 点 储 ， 如 图 6"12 所 未 的 同心 环 族 。 


314 如 。 4 一 arccos<7T 


解 ” 存 在 域 为 满足 不 
等 式 


| -天 芋 -| < 1 
AI 2 十 3 
《xs 不 同时 为 
受 ) 
或 
32 十 光 2 一 有 2 站 
《xx， 3 不 同时 为 
零 ) 图 6.13 
苞 点 介 ， 这 是 罗 锥 xx 二 33 一 2 一 和 的 外 面 ， 如 图 
6"18 阴影 部 分 所 未 ， 包 揪 边 办 在 内 ， 但 瑞 除 去 圆锥 
的 硕 点 . 
5149。 电 一 1mCXYz>。 
解 存在 域 为 注 足 不 等 式 


其 JE 


韵 点 集 ， 即 . 
0D 4 一 下 Di 或 区 -03 各 着 一， 
Y-0 02 一 0 或 09 一 0 -0 
其 图 形 为 空间 第 一 、 第 三 、 第 六 及 第 八卦 限 的 总 体 ，， 
但 不 包括 坐标 面 。 由 于 畦 形 为 读者 所 郊 知 ， 破 省 略 。 
以 下 有 类 似 情 况 ， 丰 再 说 明 。 
315，# 一 ln 一 工 一 2 一 少 8 十 二 7) 


5151。 


5152。 


5155 。 


解 ” 存 在 域 汶 认 足 直 等 式 “ 
一 %2 一 2 十 32 一 卫 
的 点 集 . 这 是 双 时 双 
蝶 面 %3 十 光 2 一 名 要 = 
一 工 的 内 部 ， 如 图 6 
14 阴 影 部 分 所 示 ， 不 
包括 界面 在 内 
作出 下 殉 函 数 的 等 位 
张 : 
人 一 党 二 
解 ”等 位 线 为 平行 直 


如 图 6.15 所 示 ， 
了 一 X2 十 2 
饥 ” 等 位 名 为 曲线 族 
%2 十 y2 一 G3 
《acz0)》. 
当 c 一 0 时 为 原点 当 
aa 一 0 时 ， 等 位 钱 为 以 图 丰 .15 
原点 为 画 它 拘 同 心 册 族 ， 
一 2 一 了 2。 
解 ” 等 位 强 汶 曲 强 族 
光 2 一 42 一 瑞 ，， 


当 有 = 0 时 为 两 条 互相 牌 直 的 直线 ，? 一 和 2 一 一 %。 


3154。 


3155 。 


s158 。 


35157 ， 


当真 夫 0 时 为 以 y 一 土 * 为 公共 新 过 线 的 等 边 双 曲线 族 ， 
其 中 当 久 -8 时 顶点 为 (一 ww 下，027Cw 027， 当 
民 一 人 时 项 点 为 (0 。 一 /一 下) 《0 ww 一 并) 。 
2 一 《区 十 儿 22 ， 
解 等 位 线 为 曲线 族 
〔 汉 十 )2 一 22 《CGO)。 

妆 a 一 0 为 直线 xy 一 0。 当 Ga 关 0 时 为 与 直线 和 十 
3 一 0 平行 的 且 等 距 的 直线 xX 十 一 士 ， 

史 


2 一 江 。 

解 ”等 位 线 为 以 泽 标 原点 为 东 心 的 直线 束 
昌 一 六 2 【〔【 天 0 

不 包括 吕 y 轴 在 内 。 


= 
六 3 十 呈 汉 


解 ”等 位 线 为 萌 贺 族 


和 2 十 242 一 42《c 日 ). 
站 必 
长 半 轴 为 =， 短 半 轴 为 -5 ,焦点 为 (一 aoY 到 ,0) 
及 (eV 三 ,0o)。 
2 一 AwA 3y， 
解 ”等 位 线 为 珊 线 族 
3 一 (am 09) 
当 a 一 0 时 为 坐标 加 < 一 0 及 ?一 0 。 当 ao~0 时 为 区 
两 坐标 加 为 公共 洒 近 线 且 位 于 第 一 、 第 三 猜 限 内 的 等 
多 


辽 


思 双人 山 线 族 ， 项 点 为 Y 
〖《 一 G 一 9 下 (G， Q@7 。 


31538 .2 一 [zx 二 23。 


3S159 . 


了 0 


ea 


和 解 ”等 位 线 为 曲线 族 
1x| 十 了 一 直 ， 
其 中 8 为 一 切实 数 . 当 9 < 
xi 30 时 为 X% 十 一 下 
当 x 一 0 时 汶 一 和 十 3 
一 已. 这 是 顶点 在 口 ?y 
轴 上 两 支 互 相对 直 的 
射 全 所 构成 的 折线 
族 ， 如 图 6.16 所 示 。 区 8716 
衬 一 | 芝 | 十 13 一 上 x 十 了 | ，- 
解 等 位 线 为 曲线 族 
] 攻 [十 | 一 < 十 3 了 [一 和。 
因 汶 年 有 12 二 131 荆 12 二 21， 所 以 oz0。 
当 6 一 0 时 ， 由 ix 二 yj 一 1% 十 ?1 两 过 平方 即 得 
Xe0， 

即 为 整个 第 一 、 第 三 和 象限， 包括 两 坐标 轴 在 内 -. 
当 we-0 时 ，xy 一 0， 分 下 面 四 组 求解 : 

【12 一 0O， 区 十 3 芝 0，[xX| 十 |y| 一 |x 二 | 


一 25， 解 之 得 > 一 一 也 3 


《23 下 0 十 3912 十 1371 一 [|x 士 闻 | 


一 C 解 之 得 x 一 也; 


人 


35180. 


《3 X<=0，34> 一 0 X% 士 330 1x| 寺 | 一 1x 二 yy| 
一 5, 解 之 得 * 一 一 了 


《4 < 
了 0 十 xD， 
1x 二 13 一 | 
十 了 1=a， 解 之 
得 >=- 末 。 
这 是 顶点 位 于 直 
线 守 才 3% 一 0 上 的 
两 支 瑟 昔 土 直 的 
折线 族 ， 它 的 各 
射 绥 平行 于 坐标 
办， 如 图 6'17 所 示 。 


号 下 
全 之 
2 一旦 < 机 


解 ”等 位 钱 为 曲线 族 


5 一 《zx，2 不 同时 为 零 ) ， 
其 中 上 为 异 于 零 的 一 切实 数 。 上 式 可 变形 为 
(Ce 一 去 ) +y 一 (于 ) cxo)， 


当 一 0 时 , 即 得 e ”+ 过 一 1, 从 而 等 位 线 为 * 一 0 即 口 y 
轴 ， 但 不 包括 原点 。 


3161. 


了 了 


当 和 0 时 为 中 心 在 > 
Ox 轴 上 且 经 过 上 坐标 a = 
原点 《但 不 包 插 原点 <<" a >0 
在 齿 ? 的 圆 东 , 圆 心 在 


Go,eaa||， 
如 图 6* 18 所 示 。 


己 一 和 【区 一 个 了。 


解 ”等 位 线 为 曲线 族 4 


钙 


光一 他 式 晶 > 一 D3。 鲍 人 .18 
当 aa 一 1 时 为 直线 % 一 1 及 Ox 轴 的 正 向 半 射 经 ,但 不 包 
插 原 点 在 内 , 


当 0 一 al 与 cr 1 时 的 图 象 如 图 6.19 所 示 。 


男 


了 一 和 ET 


解 ”等 位 线 为 曲线 族 


5165， 


半 9e 一 下 《人 = 站 
即 
?inx 一 避 一 lng 。 


当 一 e-! 时 为 直线 x 一 1 


范 一 直 
和 曲线 > 一 下 当 0<a 
一 二 ， 二 一 6 一 1 或 a>1 时 
窗 象 布 满 整个 右 半 平面 ， 
如 图 6:20 所 示 ， 不 包 播 
Oy 轩 . 
iu JE 
2 InVY 让 了 2 二 > 《ee 一 0) 。 
解 ”等 位 线 为 曲线 族 


《和 一 冲 和 
让 直到 5 二 一 全 (9)， 


赭 理 得 
《ET 一 及 2)2X2 一 2GC1 十 下 2) 交 十 《1 一 让 27G2 
十 《1 一 六 2 92 一 0 
当 = 一 1 时 得 x=0， 即 吕 输 . 当 训 1 时 ， 上述 方 
程 可 蛮 形 为 


@T 十 忆 23 12 2R 2 
[xz 一 二 外- > ] 十 ?2 一 人 [) 生 


这 是 以 点 (2 ，0 ) 为 图 心 ， 半 径 为 | 22 


了 了 


3164 . 


了 


的 间 族 . 当 0 一 hs 一 1 时 , 贺 分 布 在 右 尘 平面 ; 当 - 上 
时 :图 分 布 在 左 尘 平面 . 
如 果 注 意 到 属 心 与 原点 上 距离 的 平方 为 


[二 全 2 ?上 一 CC 和 十 昌 玉 3 
[ 一 让 2 3 


=oz+(2 2 二 ， 
即 竺 位 绕 圆 族 与 贺 
2X2 卡 3 一 2 在. 交 

点 处 的 半径 互相 下 
直 《 或 再 心 距 与 两 
图 的 半径 构成 直 节 
三 戎 形 ) ， 便 知 等 
位 如 加 族 与 册 半 十 
3 一 和 成 正 变 . 如 
图 6-21 世 示 . 


2G4 


迪 二 去 了 各 十 谋 -一 一 
YY5 一 05 


解 ”等 位 线 为 果 线 族 


209 下 
ET ? 
其 中 六 为 一 切实 数 ， 但 要 路 去 点 〈 一 0:0) 及 〈a:0?. 
当 背 一 0 时 ， 光一 必 ， 好 为 已 < 轴 ， 但 不 包含 上 述 两 点 ; 
当中 关 0 时， 方程 可 变形 为 


#1865 


0 多) 


一 af1 十 声 )， 

这 是 圆心 在 OY 轴 上 
且 经 过 点 《一 9*07 及 
《ay 0 但 相 包 播 这 两 
点 在 内 的 圆 族 、 如 图 
6'232j 扩 示 
匀 汪 5 必 届 Si 碍 区 3 和) 
解 沙 z 一 0， 则 sinmyx 
.siny 一 0, 此 即 直线 
族 国 如 .322 

x 一 mr 和 ?一 Hz 《1 , 反 一 9， -十 1 士 业 we) 区 
若 = 一 一 1 或 一 1: 刚 sinx sainy 一 0 或 sinxyaiay=-0 ， 
此 即 正 方形 系 

的 王 < 光 0 天 《二 上) 


其 中 z 一 (一 12"4。 ， 


如 图 6'23 所 示 , > 二 [二 赐 园 阳 殉 
一 o 时 为 图 中 网 格 “ 卡 多 了 么 | 咎 二 

| 了 于 了 阿 辽 
直线 = 一 为 图 中 “下 才 3 寺 2 
带 射线 的 正方 形 】 一 河 于 寺村- 一 
z 一 一 1 为 图 中 空 自 十 罗阳 园 阮 卫 
正方 形 ， 但 后 两 者 十 国 - 因 末 B 
都 不 包括 边界 . 汉 国 到 国 经 要 儿 碌 到 下 
求 下 列表 数 的 短 位 图 6.28 


上 


5166 . 


3167 . 


5168。 


35169 。 
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证 
下 一 和 十 儿 填 2。 
施 ” 等 位 面 为 平行 平面 族 
区 十 光 十 三 一下， 

其 中 中 为 一 切实 数 。 
4 一 % 十 3 十 2 
秀 ”等 位 面 为 中 心 在 原点 的 同心 球 族 

X2 十 ?3 十 22 一 8 【《GzE 0 )， 
其 中 当 &= 0 时 即 为 原点 ， 
8 一 2 十 yy2 一 二 2 
解 当 x= 0 时 等 位 面 为 鸯 狂 xz 二 y2 一 22 = 03 当 
和 下 时 等 位 面 为 单 叶 双 曲面 族 4%2 二 92 一 2 一 如 2K 
一 0) 3 当 #<=0 时 等 位 面 为 到 叶 双 曲面 族 一 x 一 3 
十 z2 一 2f0=- 0 )。 “ 
下 一 《区 十 少 7 十 2 
解 ” 等 位 面 为 销 面 族 

《十 3 十 22 一 2 《az 07， 
当 3 一 和 时 为 < 二? 汪 0 和 z 一 0 . 当 c 0 时 作 坐 标 变 
换 


2 一 Aceos 开 人 Si 本 到 〔 立 十 必 ) ， 


旦 一 一 sn 人 十 oos 开 一 必 2( 一 zx 十 yy) 
27 一 3， 


这 是 旋转 变换 ， 在 新 坐标 系 中 原 等 位 面 方程 转化 为 


2 区 十 二 2 一 让 2 


5T170 . 


即 


下 这 
光 之 
二 1。 


这 是 以 y/ 轴 为 公共 轴 的 本 圆柱 面 ,母线 的 方向 平行 于 
31 轴 ， 淮 线 为 7 一 0 平面 上 的 栏 图 


中 
避 六 上 
忆 
Eo 


长 半 辅 为 5 〈s/ 轴 方向 ) 。 短 半 轴 为 -CCx/ 轴 方 


AZ 了 
癌 ) 。 
237! 辅 在 新 系 O 一 <13127 中 的 方程 为 
一 和， 
人 _ 站 ， 
面 在 人 旧 系 口 一 xyz 中 的 方程 为 
全 
2 一 妨 ， 


邵 为 所 求 的 梢 圆柱 面 族 的 公共 对 称 轴 ， 

牙 一 Sg 媳 sipKCxs 十 多 2 十 22)》， 

解 ” 当 2 一 0 时 等 位 面 为 球 心 在 原点 的 同心 球 族 
3 十 人 2 二 22 一 并 匡 《一 站 ,1 2 

当 2 一 一 1 或 4 一 1 时 等 位 面 渴 球 层 族 


玫 玫 一 -X2 十 区 2 十 zf 二 1) 《 攻 一 0 1y2，3， 


了 7 


35171， 


53172.。 


5175。 


了 生 


问 秆 一 (一 1 和， 

根据 曲面 的 已 知 方 程 研究 其 性 质 ， 

二 一 大 2 一 GX) 。 

解 引入 参数 !，s， 将 曲面 方程 z= 拓 2 一 ax7 表 成 参 


数 方 各 
二 二 
jz-e+e 
二 一 了 Cs)7， 

今 国定 s， 得 到 以 + 为 参数 的 直线 方程 ， 其 方向 
数 为 1 ,a,0. 因此 ， 曲 面 汶 以 1，e, 0 为 母 组 方向 的 
一 个 桂 面 . 入 上 一 0 ， 可 得 

电 一 中 ， xD， 
| 
> 一 Cs)。 2 一 2) 
这 是 x= 0 平面 上 的 一 条 曲线 ， 也 是 柱 面 
2 一 CCy 一 开 XD)7 
的 一 条 准 线 . 
> 一 多 /25 下 75)， 
解 这 是 络 口 z 轴 旋 转 的 旋转 曲面 的 标准 形式 , 令 y 一 
0， 得 于 线 
全 嫌 


2 一 天 YX 【和 20 3 


它 是 旋转 山 面 的 一 条 母线 ， 


= 到 )- 


解 ”引入 参数 +,s， 将 曲面 刘 程 > 一 xf 二) 表 成 参数 
方程 
多 一 二， 
和 -sctxo， 
2 一 了 FS)。 
今 固定 s ,这 是 以 + 为 参数 的 一 条 过 原 避 的 直线 . 


困 此 ， 记 给 曲 面 为 顶点 在 原点 前 一 锥 面 ， 但 不 包括 原 
点 在 内 . 令 + 王 1 ， 得 曲线 


“一 1， 穴 一 15 

= 或 | 

2 一 ss]， = 一 上 夏 3)y 
这 是 “= : 平面 二 的 一 条 曲线 ， 也 是 钼 面 z 一 x 玫 立 ) 
的 一 条 淮 线 . 


5174+ = 一 下 二) - 
解 ” 引 入 参数 +,s, 将 明 面 方程 一 所 二 ) 尖 成 参数 方程 


将 一 了 
和 ->， 
之 一 (3s)。 
* 是 号 右上 角 十” 母 圳 示 题 解 和 营 案 与 原 习 是 从 趾 译本 所 而 敬 案 下 一至， 


以 后 示 再 说 明 , 中 洒 李 基 李 基 按 作 文 第 二 上 南 译 的 , 圾 文 第 二 版 只有 一 些 链 误 已 
在 十 立 第 三 版 中 改正 。 


了 8 


夺 男 定 s ,这 是 一 条 过 点 (0:0srcs7 的 直 强 ， 六 疝 
数 为 1,s:0. 因 比 , 它 与 Oz 辅 垂直 ,与 COxy 平面 平行 ， 


且 其 方向 与 * 有 关 ， 从 而 得 知 ， 明 面 > 一 (之 ) 表示 


一 个 直 绞 面 ， 一般 说 来 ， 它 既 不 是 柱 面 ， 又 木 是 锥 
看. 令 上 一 1 ， 得 到 直 纹 面 的 一 条 准 线 


和 一 1 ， 
Lo 


”上 生丝 聊 缉 上 每 一 点 引 一 条 与 Oz 业 寺 直 且 相 交 的 直线 . 


3S175 ， 


20 


这 样 的 直线 的 全 体 ， 便 构成 由 z 一 所 芝 )} 所 表示 的 直 


纹 面 . 
作出 画 数 
有 ft 一 瑚 (Cos 9iny》 
的 图 形 ， 式 中 
1 ， 薪 多 芝 基 
FCxyy2 一 - 
作 了 落 Y 一 - 芝 。 一 _ 一 


解 ” 按 题 设 ， 当 sinfz= soesf， 即 沁 十 2 4 < 十 
28r 《8& 一 0 , 土 1， 土 8，…)》 时 ， 瑟 (和 一 13 面 当 


sinpf--eostf， 轩 一 到 蒜 十 38 十 287 时 ， 严 (5f 
一 0 ， 如 图 6:24 所 示 。 


5176. 落 
天 2 2 一 -二 革 0 
求 F(1 ,之 ). 
解 岂 1， 过 )= 2 和 一 -一 ACxsy)， 
1 十 (之 
3177。 若 
帮 ( 世 ) 一 改革 二 2 《xm 0 
求 Fx7?， 
胃 由 /( 之 )= 共 ai +( 立 ) 知 Fz 一 WII 于 
5178. 设 


2 一 AAA/ 3 十 FA YX 一 13。 
若 当 y=1 时 z 一 x， 求 郴 数 了 和 =。 
解 ”因为 当 y 一 1 时 > 一 *， 所 以 
KAN 一 1 一 区 一 1 一 (一 1 基 十 1) 
一 (wy 一 LT5CAA 一 17 十 2]， 
从 而 得 
23 


(8 一 FE 二 2? 一 fa 二 2。 
且 
BA 十 基 一 1 《X 0 7 
5179。 设 
忆 二 多 十 沁 十 下 区 一 2 
车 当 ? 一 0 时 ，:z 一 2 ， 求 函数 了 及 =。 
解 凡 为 当 y 一 0 时 z 一 %， 所 以 
2 一 基 十 六 
即 
了 [ 共 一 避 一 区 
且 
名 一 革 十 由 十 (一 区) 一 KY 一 3 一 2 十 5 一 了 2 


夺 180 . 车 (xz 十 3?2) 一 %2 一 32， 求 扩 xy) 
解 因为 - 


下 (xz 二 2 妆 ) 一 和 一 儿 2 一 《区 十 了 区 YX 一 人 


- 刚 
1 一 盖 
时 
所 以 
一 %2 工 一 了 
7 1 干 y 


33481. 证 明 : 对 于 函数 


一 .区 一 节 
3 xy 


2 人 2 


有 


一 种 


tmjam7cxyy 引 一 1 tmfaimrcxs> 寺 = 一 ， 


有 从 面 相 F2<y32 不 存在 。 


iimf1 -anfans= 对 -ans- 
证 了 im 人 人 和 让 区 人 一 im 一 1 


1 1 一 1 1im. 立 一 了 
Timrcsy > 一 efams 二 2 


一 1im 二 光 
ae 各 


由 于 两 个 单 极限 都 存在 ， 面 累 次 极限 不 等 ， 故 
Tv? 不 存在 ， 


一 一 1 。 


5182、 证 明 ， 对 于 函数 


_- 从 2 
站 > 37 3 十 《YX% 一 区 321 


9 


于 一 自 


然而 limf(x,y) 不 存在 . 
二 一 由 


证 1 十 = ti 11m 3 ， 


一 总 【se 人 人 二 (YX 一 光 3 
一 1im 如 一 个 ， 
一 自 


2Z3 


3518 王 ， 


3184 


324 


号 
时 Gy 


一 limOo 一 nm0。 
如 果 按 y 一 kx~~ 0 的 方向 取 极 限 ， 则 有 
业 瑟 馆 
了 mx) 一 人 2 23 
特别 天 ， 分 由 取 有 一 0 下 8 一 1 ， 便 得 到 不 出 的 概 限 0 
了 1. 因此， Lim gx， 2 不 存在 。 


可 一 间 


证 明 : 计 于 函数 
7Cxzyy) 一 (x 十 ?sin 翅 sin 人 


电 一 中 


在 ， 然 而 1imFCxs 2 一 0 。 


V% 一 品 


证 ”出示 等 式 
恬 <Hx 二 3)ain 二 sia 六 | 呈 1% 十 1 实 ]%| 二 13 
知 lim xyy?? 一 09。 


If 一 心 


果 次 航 限 linfiaf(x,y 站 和 lintimfx，> 直 不 在 


民 亚 
极限 不 存在 ， 因 此 时 次 极限 imfaim7x，? 半 不 存 


但 当 x 关 -二 ，y 一 0 时 ， 《x 十 y) sin 二 sin 二 的 


在 , 同 法 可 证 累 次 极限 im fimn fx,? 引 也 不 存在 - 
求 im famyjxs y 引 及 limtaimy7cx， 2 ， 设 : 


(a)》 (xy) 一 3 十，a 一 co，b 一 co; 


共 2 十 
《6 FOX 3 一 2 6 一 | 56- 十 站 和 
性 及 f 0)》 一 in3 寺 人 人 一 co D 一 co 
《rz Fw， 2 一 和， 0 


《》 AKC) 一 Iogsgx 直 3y)， ul， bo 


则 ee 


放 一 om 


一 iime--0, 


旺 一 oa 


lim| um fx 2 一 limfiims 十 区 站 | 


量 一 必 了 【一 十 妈 、 


一 lim1 一 1. 
楂 -一 om 


《和 mm jimAFex， > jim -区 | 
## 一 十 如 


了 -aa 下 加 一 十 后 ， 一 十 了 十 着 


六 


了 一 十 


1 jamycr 7 下 
二 一 十 总 Ye ] 一 -3 


8 一 十 品 ， 
《 卫 im 和 im 《和 亿 ， 一 Emmai 2 
? 区 =- im 了 2 于 一 过 2 2 二 
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=Iimn 一 0， 


limfaimfcxy yun maim sin 5 
一 呈 
my 1i fa ， 二 am 人 fa _ 工 ， 二 
CC 汪 让 一 贡 ee 人 二 
=limjiim “Iimtg 一 X | 
村 下 一 工 二 邯 多 
= 一 
1i aa 沁 人 afam 区 多 | 
人 呈 六 2 一 卫 十 学 入 
总 
区 网 
一 1imjiim- 一 L 十 sy.lim 
《人 wx 一 了 六 多 xD 】 十 汉人 
] 十 艺 光 
一 limn1l 一 1 
村 一 “Da 
习 巧 》 lmjiimFs 细 } 一 limfamtogecz+} 
工 一 
一 limjuin 了 全 二 2 一 1 n iD 芝 一 1 ， 
1 下 了 一 站 15 2 me 
limjiim7Cx， 了 一 1 人 尘世 | 一 ce 。 
有 一 D 民 -na 3 下 xx 一 1 ] 芝 
求 下 列国 限 : 


3185、lim - 关 十 册 
和 


和 解 ”由 不 等 式 内 十 2 闻 21x#3x[ 得 


十 多 | |x 十 4 1x 十 全 

0 芝 < < 区 二 册 | 
一 区 和 十 22 X2 十 9 一 | 荆 3| xy] 
1 让 

扫 一 十 
2X| |y| 


186 lim 宕 十 3 
了 


2 二 TELL 
0 天 2 下 2 三 十 六 ) 


， J 7 了 土 | 
及 1im 2 (xz ya) 一 9， 即 得 
显 了 2 
lim < 十 光一 
1im- 汪 弘一 0 ， 


5187、1lim3inax2 
关 一 站 各 


业 一 宁 


解 .limsxy 一 1iama( 全 忆 y 3 一 
一 申 吕 ee 
浊 一 是 时 一 
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3188 .。 


3189 


5T90。 


了 全 


1im [人 十 和 2938 ， 


< 


忆 一 十 莹 
解 Ji 改 区 2 十 区 2 7B 一 《5 二 站 
记 二 = 
一 1im| - 屏 扣 访 -一 2 近 . 罗 |]= oo 
到 t | 
*#) 利用 564 题 的 结果 。 
1im 一 
互 昌 二 
解 ”由 不 等 式 


0 <(5) (二 


及 lim (二 )”~ 0 ， 即 得 


x 一 寺 过 


羡 
Tonmm 区 风 才 一 性 
二 让 3) 


11m 《2 十 罗 2 4272， 
一 各 


8 一 搬 


解 ” 赴 不等式 


本 1im 十 2 《人 2 十 2) 一 1im 二 talni 二 0， 即 条 


六 一 局 
出 一 册 


上 (YY 十 2Dx23y2 一 1ime#23210K%2 二 2) ea 一] 
里 呈 工 一 :| 
血 一 吕 当 


手包 


i 全- 
3191，lim 1 十 J yy 。 


和 oo 


二 一 


一 _ 市 卫 考 
解 lim(1 十 革 ) ”7 一 lim (IT 二) 7 
晋 一 可 由 -一 性 


[Cslncl 十 二 3 -党 
<Tin 上 他 过 六 十 了 
本 
证 一口 


。 1 _ 天 
onr 1 十 -一 理工 主 一 一 -所 
一 《 号 2 [ia x+y 一 et1 一 ce 


及 一 


。 CE 十 Ge》 
3192，Him -ex 
江 
解 lim 了 tx 十 光一 JInC1L 十 e2) 一 1n9 
证 了 


31935” 。 荐 Y 一 Peos%，3 一 sing， 问 下 列 极限 溢 怎 样 的 方 
向 2 有 确定 的 极限 值 存在 : 


可 
。 元 2 。 2-y2  . 
《aa 1im 刀 z 上 了 2 6) lime* -sin2x7y 。 
了 一 十 日 一 十 o 
四 丰 站 上 和 
解 《ay lim ers+y2 一 1ime P 
一 十 中 一 十 外 


Q， 当 eose-s 0 了 


名 毋 


才 有 了 确定 的 值 . 


2 
《6) ex yein2X 人 一 ep 29 


eing PP2ain2ogp) ， 


当 p- 士 co 时 ，singpzsin2p) 有 界 ， 陈 p 一 上 z 


《 民 一 D， 1 2， 3)? 外 无 极限 ， 且 . 
sp 一 0 


1 m 局 pe cas2m 二 


Er 十 om 


1 ， 当 cos2m 一 D; 
十 coy 亲 cos20= 站 。 


于 是 ， 仅 当下 一 罗 一 -下 玉 -一 0 一- 下 及 及 网 一 0，99 


一 赤 时 才 有 确定 的 极 跟 。. 


求 下 列 函 数 的 不 连续 点 : 

5194. 4 一 一 一。 
十 是 
解 ”函数 xs 一 一 -一 在 点 《0，0) 无 定义 , 疏 原 点 
Al 区 2 十 多 

《0 0) 为 此 郴 娄 的 不 连续 点 .以 下 各 题 燃 做 情 襄 ， 不 再 

说 明 ， _ 

区 
5195. 2 一 -过 

解 直线 “十 y 一 0 上 的 一 切 点 均 为 "一 -xy 的 不 连 
3196 ,5 一 -二 于 2 


解 ”对 于 任意 不 等 于 零 的 实数 e， 有 
38 


5197 ， 


杰 198， 攻 


199 . 


芋 200 ， 世 


3520T 


着 十 汪 工 1 


一 im 一 一 一 一 一 一 一 一 - 
xs MX 十 3 xnow 兴 2 一 XJ 十 yy2 3G3 
各 一 妇 


于 是 ， 对 于 直 钱 x 十 ?一 0 上 除去 原点 口外 的 一 切 氮 
均 为 可 移 去 的 不 连续 点 .而 原点 DC0，0)2 为 无 穷 型 不 
连续 点 ， 


并 一 sin- 工 .， 
区 


和 解 xy=0 上 上 欧 一 切 点 即 两 你 标 轴 上 的 诸 点 均 为 2 一 
|， 1 
sin 元 了 的 不 连续 点 。 


-TI 
einDsin ” 


解 直线 2 一 mi 及 ?一 PT Co 一 0 赴 1 圭 2) 


下 的 各 点 均 为 w = 一 的 不 连续 点 。 


S 了 党 iiL 条 
和 一 1nfi 一 区 2 一 和 3) 
解 圆周 2 十 9 一 工 上 各 点 证 4 一 lnC1 一 % 一 %2》 的 
不 连续 点 。 


_。， 工 


本 


解 ”坐标 而 : x 一 0，y 一 06，z 一 站 上 各 点 均 为 4 一 


工 
的 不 连续 点 ， 
工 


让 一 ]n 一 一- 一- -一 一 rr 
AAATK3 一 @)2 十 {《 曙 一 六 ?2 十 (一 C33 


弛 和 


5202 。 


， 阿 , 四 一 In 一 一 一 一 一- 
算 避 ( 0) 为 xmTCOTOODTTE 二 十 
的 不 连续 点 . 


证 明 : 函数 


2 > az 。 
fen， 关 * 二 了 直 0 
眉 蒋 交 2-hysz 一 D， 

分 别 对 于 每 一 个 变数 < 或 区 当 另 一 变数 前 值 固定 时 } 


.是 连 筷 的 ， 但 并 非 对 这 些 变数 的 总 体 荐 连续 的 


证 ” 先 冰 定 y 一 az 0 ， 旭 得 二 的 函数 


呈 加 向 
SCXXD7 一 Fx， -| 居 0， 
间 明 巧 一 总 


即 gKx3 一 -2 《一 ce 一 x 一 二 co) ， 它 是 处 处 有 


定义 的 有 理 酌 数 ， 又 当 ?一 0 时 ，y(x0) 关 0， 它 
最 拓 是 连续 的 . 于 是 ， 当 变数 ”固定 时 , 函 装 PFCxsy》 
对 于 变数 < 是 连 线 的 。 同 理 可 证 ， 当 变数 xx 男 定 时 . 
函数 fx 3 对 于 变数 ? 是 连续 的 . 

作 因 二 元 畏 数 ， 闪 wy) 虽 在 除 点 (0,0) 外 的 各 点 
均 连 续 , 但 在 点 (0,0) 不 连续 .事实 上 ， 当 动 点 已 (xsy) 


” 钞 射 线 ?一 8x 赵 于 原点 时 ， 有 


于 避 


， ， 2 友 X2 2 有 8 
li 天 (各 一 1im 一 
1 2 0 《1 


对 于 不 园 的 上 可 得 不 辐 的 极限 值 ， 从 而 知 lin fCxyy) 
不 存在 ， 因 此 ， 羡 蜂 / (x，yy》 在 原点 不 是 二 元 连续 


35205. 


的 . 


证 明 ， 荐 数 
兴 
foo 若 * 二 > 只 0 
心 ， 车 %2 yy2 一 0D， 


在 点 Of49,0) 沿 着 过 屁 点 的 每 一 射线 


和 一 te0s 妈 下 一 fsinw 《0 se 十 cc 
连续 ， 既 

lim FrCfcosey fsinc) 一 交 0 073 

让 一峰 


但 隆 函数 在 点 〈0,8)》 并 非 连 续 的 . 
证 当 sina 一 时， NE 于 是 ， 当 上 过 自 


时 ， Frtecoscy tainey=- -0 0 一 0， 而 FF0D767 一 0D， 
破 有 1im ftfeoew，rfeinc7 一 六 0y07。 

Ht 

当 aioe 关 0 时 ， 在 


了 OOSs2ezaimt 
-0 了 4eD8SdC 十 子 25i 芋 


m 了 fceeeses 本 


__1i Feosecsinac __ 心 


-0 tacosedrr 十 sinzc 0 十 simzc 


一 站 ， 


羡 1im Frtecoscx，rfsainx7 一 六 0 7。 
+ 一心 


其 次 ,变动 点 ECx,y) 沿 挑 物 线 ?一 xz 赵 于 原点 ， 
得 . 


4 
lim 站 2s 了 7 一 了 本 一 二 尖 7C050)。 
Cr27 


因此 。 函 数 fx:y) 在 点 (0:0)? 不 连续 


了 3 


5204， 


5205 。 


了 学 


证 明 ， 冰 数 
2 327= xsin 二 ,车 4 关 站 下 天 [03 一 站 


的 不 连续 点 的 澎 合 个 是 封闭 的 . 
证 当 yo 拓 和 时 ， 本 数 Fxsy7 在 点 《wosyo 显 砚 是 
连续 的 , 即 jx,y) 在 除去 Ox 轴 久 外 的 一 切 点 艾 连 续 . 
又 国 本 (xy 一 大 0 让 一 17FCxyy 庆 1 故 知 
Fx，23)3 在 原点 也 是 连续 的 . 
考 朵 当 知 关 0 时 ,对 于 点 (xs0)。， 由 于 极限 


1im xxo 3 一 上 xsim 工 
3 一 0 重 一 品 出 


不 存在 ， 故 知 5x。2) 在 点 (xy0) 不 连续 ， 

这 样 ， 我 们 证 明了 了 ， 男 数 大 x，2) 的 全 部 不 连续 
点 为 口 x 轴 上 除去 原 贞 外 的 一 切 点 .显然 ， 原 点 是 不 连 
续 点 集合 的 一 个 聚 点 ， 但 它 本 身 却 不 是 扰 <，y) 的 不 
连续 点 . 因此， fx 32) 的 不 连续 点 的 集合 不 是 封闭 
的 . 

证 明 :车 函数 jx， yy) 在 某 域 C 万 对 变数 2 守 是 连续 的 ， 
鲁 关 于 工 对 变数 了 是 一 骤 庆 玫 的， 则 此 冰 数 在 所 考 喇 . 
的 域内 是 连续 的 . 

证 ”任意 固定 一 点 书 ofxoy3?o)EC 。 

几 于 zw， ?7 关于 对 变数 y 一 费 连 续 ， 故 对 任 
答 的 e 一 0 ， 存 在 5 =6ife) 一 0， 使 当 (x,yrEC， 
《xs2EC 且 127 一 2 一 5 时 ， 就 有 


] Fax3 站 一 大 %， 3 一 


35206 . 


5207 - 


允 卫 Fx3DT 在 点 Cxoyoo) 关于 变数 * 是 连续 的 ， 

玖 对 .上述 的 存在 姜 : 一 0， 使 当 1x 一 xxol 一 @: 时 ， 
就 有 ， 
17(x，yo) 一 ACxoy yo)| 一 去 。 


歌 0 一 6<i1j6 Bo ,并 便 点 (fxoy3 加 2 的 3 邻 域 
全 部 包含 在 区 域 G 内 ，, 峙 当 点 Cx，y%) 属 于 点 Kxoyryo) 
的 5 邻 域 ， 即 | 瑟 Po 一 时 ， 
| 一 %o| 一 用 二 站 ，| 一 4 一 < 有 
从 而 有 
[xy7 一 (xzosg9o7| < 扫 | CCxsD 一 xy3o7| 
十 17Cx，3yo) 一 (wo yoy] 


宇 避 
< -一 一 上 


安 


机 此， 大 xy 在 点 二 0 连 矶 .由 了 的 性 意 性 知 ， 函 数 

fx yy) 在 如 向 是 连 急 的 ， 

证 明 ， 著 在 某 域 G 内 函数 fx ,好 对 变数 x* 是 连续 的 ， 

并 满足 对 变数 ”的 尾 闸 什 茧 条 御 ， 即 
131 一 了 Co377| < 过 1977 一 3 ， 

式 中 (xy7EG，CY3ADEG 和 丙 工 为 常数 ， 则 此 函数 在 

已 知 域内 是 连续 的 . 

证 由 于 fx, 在 @G 内 浇 是 对 23 的 里 疹 什 蓝 条 件 ， 

救 知 xy 在 全 内 关于 x 对 变数 是 一 致 连续 的 。 

桩 此 ， 由 53205 题 的 结果 ， 即 扼 fx，3y) 在 全 内 是 连 

急 的 . 

证 明 ， 若 画 数 Fxy,y) 分别 地 对 每 一 个 变数 x 和 3? 是 


地 


“如 针 的 并 对 于 其 中 的 一 个 是 音调 的 ,， 则 此 函数 对 两 个 


村 -变数 的 总 体 是 过 续 的 《大 略 害 理 ) .: . 


证 不 妨 设 扩 x sy? 关 于 半 是 单调 的 . 
点 .由 于 F2s 3 关于 连续， 总 对 任 给 的 s 盖 0， 存 


在 3- 0( 假 定 8 是 够 小 ， 忆 我 们 所 考虑 的 点 都 莲 


在 妃 内 》 ， 使 当 |* 一 xl 径 G 时 ， 就 有 
Le yy] 一 Fxoy ye)1 一 三。 
对 于 版 《Xe 一口 |，%o》 及 《xbo 十 避 : 23029 由 于 xy?y》 


， 美 于 9 连续 ， 故 对 上 述 的 es ， 存 在 6 一 0 《也 要 求 


子 在 


6。 够 小 ， 使 所 考虑 的 点 落 在 G 内 ) ， 使 当 1y 一 yo| 
一 6z 果 ， 就 有 
| xxo 一 6i ,一 (zxo 一 Si syo)] 一 了 
及 
1FCxo 十 5， 一 了 (xxo 十 Go3| 一 所， 
全 SS 一 mif 13 6 则 当 |， <3GY[-<5 3 一 G 让 ， 
由 于 站。，3) 关 和 关 单调 ， 才 有 
FFCxzo 十 LAIX，3o 十 3 一 并 Xoy yo 
< 近 全 6GX | CCxoTG yo 十 c37 一 地 CCxoyyo)l， 
|-FCxo 一 人 yo 十 < 一 天 (xxos3o)|， 
但 是 
1 7FKCXz0 二 熙 in 十 3》 一 下 CXoy 3p3| 
< Fo 士 日 ， 3 十 <Y) 一 KxXo 土 G1， 4303 
十 1 FTFKCXo 士 Bl ，4p6)》 一 天 Yo Jo71 


5208 。 


e 
一 十 可 一 2 


故 当 1Lx|1 一 ,1<43y| 一 56 时， 就 有 

17FCaxo 十 cwiy3n 十 3 一 sos3o3| 一 2， 
即 jxy 3 在 点 Cxoyo) 是 连 线 的 .由 点 Cxoy*yo)? 的 任意 
性 知 ，7jz 9 是 全 内 的 二 元 连续 函数 ， 
设 国 数 Fxy 9 于 域 9 过 x 雪 rs 二 如 上 是 连续 的 ， 
而 函数 叙 列 的 sf) ni， 2 mv) 在 [ed 上 上 一致 收 
化 并 满足 条 性 5 反 9Kx) 反 瑟 ， 证 明 :， 一 数 叙 列 

.本 CD 一 CCXyOefX7 (一 1，2 oo》 


， 也 在 [ay,403 上 一 至 收 敏 .， 


证 ” 记 于 < 雪 orC2 < 委 呈 ， 大 PvcoD 一 Jon 3 刘 
只 ， 
外 题 设 大 zx 3 在 域 np 和 x 反 4 ss 呈 上 上 连续， 
故 在 眶 域 上 -… 致 连续 ， 即 对 尾 给 前 一 0 ， 存 在 上 一 
as) 0， 人 司 对 于 此 域 中 的 任意 两 点 (xi，2%1)， 
《%ar4a2y 及 要 1x 一 和 | 一 4， 一 21 一 4 时， 就 省 
[Foyyi) 一 站 Xuz)|- 一 e。 
特别 地 ， 当 |3: 一 ys| < 一 6 时 ， 对 于 一 ' 切 的 xE[a， 4 ， 
均 和 
| .PCz yi 一 拓 %，3a)| 一 上 
对 于 上 述 的 6 0， 固 为 pgx) 在 [ay .43 上 一 至 
政和 仇 ， 故 存在 自然 数 到， 使 当 由 一 和 有， 一 人 时 ， 对 
于 一 切 的 xEra, 4]， 均 有 
Te 上 xy 一 pmCxX7| 一 全， 
和 于是， 对 任 给 的 s 一 0 ， 存 在 自然 数 便当 ma 


7 


六 na 一 放 时 ， 对 于 一 切 前 xsEfray43， 均 有 
[FoCx) 一 吾 。(z7[， - 
一 六 一人， - 
因此 ， 天 wx) 在 [sd 上 一 致 收 伍 。.， 


5203. : 设 ，1) 函 北 fx 于 起 Ra<xad 6 一 y 一 B) 内 


3210 ， 


3 号 


是 连续 的 f 323) 喇 数 :Ps 于 区 站 fa 4) 内 连续 并 有 属 
诗 医 间 避 五) 内 的 慎 . 证 明 ， 函 数 

丘 (xx 一 站 CCx PCXXT 
于 区 间 :fay dy 内 是 连续 的 -，.， 
证 设 点 Exo:ye? 沪 城 疏 中 鬼 纤 二 点 ， 击 是 设 知 函数 
xy yy) 于 城 已 中 连 筷 ， 旋 对 性 给 的 se 二 0， 存在 4 一 
0 使 泗 |x 一 喇 | 二 3， 一 ofgCxy DeR) 时 ， 
就 有 

13 yy》 一 ev3o7|e- 

再 由 9p(x) 在 (a, 4 中 的 连续 性 可 知 ， 对 .上 述 的 

6 一 0， 存 在 0-0 (可 取 9=62 ， 使 当 |x 一 2 一 9 
Cxegay 4 时， 恒 有 

HKCxD) 一 四 【wo 一 | 和 一 | 一 6- 
于 古 ， 
1 
即 

| Kx7y 一 Perx | 
因此 ，F(x) 在 碟 x 处 连续 . 由 xo 的 任意 性 知 轩 数 
ReCxz) 在 (ay 4 内 是 连续 的 . 
设 ; 1)7 函 数 fx 于 域 玉 【ax 一 4 By 一 五 ) 内 
是 连 纺 的 ; 27 国 数 交 =pKaxt oo 及 Y 一 央 坟 5) 于 域 只/ 


《ar 一 ai Ba 一 旦 /内 是 连续 的 并 者 分 别 属于 
区 间 5a, 4) 和 6z, 五 ) 的 值 . 征明 ， 郴 数 
一 天] 
于 域 严 ” 内 连续 . 
证 以 下 假定 所 取 的 汪 或 人 足够 小 ， 使 点 的 6 或 了 埋 
域 都 在 所 销 的 域内 
设 点 〈xoy2o) 为 域 只 中 的 任 一 点 。 册 于 大 #sy) 
在 关内 连续 ， 故 对 任 钠 的 s 一 0， 存 在 3S==~0， 全 当 
xz 一 so 一 3，12 一 ?| 一 时， 就 有 
| .xD 一 Foyyo)] 一 8 
再 由 史 及 生 的 连续 性 知 ， 对 于 上 述 的 5， 存 在 
?0 ， 使 当 |5 一 ae 一 9，|5 一 az 一 9 村 ， 就 有 
| 一 2 一 人 ] 3 一 of 一 G， 
其 中 8 一 的 人 asp 30 一同 aoy0o7。 
于 是 ， 对 任 给 的 e~-0， 存 在 0， 使 当 |# 一 如 ] 
一 0，12 一 01 一 mm 时， 就 有 . 
1EPCE，D)， 太 人 4， 二 和 一 站 9Cao，po)， 
吕 (aoy so2] 1 一 3， 
即 
| 王 Kayo2 一 下 Ceo，ro7| -<e。 
因此 ， 亚 (oo) 在 点 (muo) 连续 ， 由 (myoe) 的 任意 
性 知 ， 还 数 Eto oo) 于 域 尽 : 内 连 儿 ， 


82. 炉 导 荔 数 。 多 变量 评 数 的 数 分 
1 偏 导 函 数 “” 着 所 论 及 的 多 变数 的 函数 的 一 切 偏 导 函 


好 和 


数 是 连续 的 ， 刚 微分 的 结果 与 微分 的 次 序 无 闫 ， 
2?” 多 变量 梢 数 的 微分 车 目 变数 ,yz 的 西数 FCx- 


352)》 的 全 增 项 可 宕 为 下 形 
FT 十 晤 < 十 和 cz 二 DCp)， 

式 中 4, 呈 CC 与 4ez，Ly， 43 无 尖 而 P= 
光 CAETOy TO27， 则 称 殴 数 /xyyz) 可 微分 ， 
而 增 量 的 线性 主 部 4L1x 十 有 dyY 二 Caz 等 于 

避 FCxy3y 2 一 六 (YX 于 FMC yyz)G3 

十 CC，2y22Gdz， 《12? 

《其 中 dx 一 4xGdy 一 人 dz 一 dz) 称 为 此 国 涩 的 微分 . 

当 变数 和 ，2?，z 为 其 他 自 蛮 娄 的 可 微分 的 函数 时 ， 公 
式 61? 仍 有 其 意义. 

若 <x，2>，z 为 自 变 数 ， 出 对 于 高 难 的 微分 ， 有 符 导 公式 


和 pv 如 日 嫩 小 
”好 fxz3yz? 一 (dx 车 d3 3 +dz 本 ) FFC yy 


3” 复合 函数 的 导 示 数 车 四 一 乒 *， 323。 其 中 色 一 


人 z 尝 一 UCiy 吕 7 世 一 其 下 中 号 细 糙 人 中 ， 邯 可 微分 ， 则 


wu xD ay am 9z 
ar ax er ooy el ay bu 


Dm _ 9m 9 


全 rw 9 | 9 巴 他 三 
癌 玉 可 车 避 U 


Dy eBn dz or ” 
计算 咕 数 zi 的 二 和 上航 导 画 数 时 最 好 用 于 :到 符号 公式 : 


am (Pa_ 9P， am 
-Garz ， 1 机关 避 8 器 工 


十 


总 
二 Qi + 有 人) 蔬 十 


对 必 


导体 分 芒 1 已 及) 局 


了 


丰 三 + 二 
受 teu 一 (P 训 Bx +QiaS 十 可 1 站 了 5 )( 忆 让 了 -十 


站 有 er ， 日 名 ，Dzb 如 ， tb 


十 开 二 - 澡 让 2 
一 9X 37 太一 9z 
其 中 Ga ” OA 问 生 ， = 癌 吕 
zx Gy 一 z 
发 民 : 一 rr ， > 一 已 * 下 :一 日 om ”. 


4 在 已 知 方向 上 的 导 数 ” 堵 用 方 网 杂 组 jeos 


*os 有 cos 寺 表 Ox3z 室 间 人 内 的 方向 后， 且 画 数 # 一 六 <， 3，z) 
可 微分 ， 则 沿 方 向 了 的 导 函 数 按 下 式 来 计算 


Ga Ga ， -加 上 站 4 
可 一 百 二 08G Too 95 CDS 3 


在 已 乞 点 函数 增加 最 迅速 的 速 麻 之 大 小 与 方向 用 矢量 
-一 甬 数 的 接 底 


来 表示 ， 它 的 大 小 等 于 
lgradaal 一 W(3) 3) 3 


5211。 证 明 。 


可 了 


1 了 
了 人 辣 ， 吾 ) 一 可 巧 Cs， 己方 。 
证 念 0 一 天 划 )， 其 [ 


兵 CACxt) 一 一 prkx) 一 1im 昌 (二 二 4 区 一 2 go(X)》 


二 1im 扩 十 < 2 了 一 六 (xz 
刘 基 下 
注 “ 在 求 某 一 固定 点 的 导数 及 微分 时 ， 用 本 题 的 结果 


常 可 减少 运算 其 .在 本 节 中 。， 我 们 就 多 次 利用 本 题 的 
结果 来 简化 运 等 ， 
5212。 役 : 


《区 站 (一 Larcaim 半 ， 
CCX，3D 一 开路 (3 一 1)arc V 
求 ”天 CCx，1)。 

解 由 于 Frxy1) 一 二 ， 丰 kx 1l) 一 1 


求 下 列 函 煞 的 一 及 和 二 咏 偏 导 疼 数 : 
321 可 。 了 一 34 汪汪 一 生 认 2 


全 
解 3 一 4 一 8x32， 3 一 42 7 一 8x*y， 
日 i 2 乌 Baza 下 2 ， 
本 7 一 12% 一 8y2 到 7 12372 一 吕 艾 
1 眉 二 中 ， 
一 一 一 一 一 一 闻 一 一 一 -一 一 一 一 有 
0 


ab 站 2 基 

， 以 下 各 题 不 再 写 -起 站 一 -站 汪 ， 面 仅 守 臣 2 

因为 当 它们 连续 时 是 相等 的 ， 并 且 在 今后 各 题 中 均 报 
入 


加 


aa 他， E 
5x3 了 理解 为 8 3) 
3214.。 4 一 “xy 十 兰 。 
> 访 ， 
OOE_ 了 工 8 “ 本 
加 3， 
9 0 G2sW 28. azn 1 
避 XE ”3 
5215 “一 5。 
Du 1 如 持 2 
解 和。 人 本 Gy wa 
au aa 
已 wz ”DJ 4 XG7 5 
5216、u 一 一 一 一. 
AL Xe 十 尽 
人 全 23%， 2 
艇 加 __ 多。 芝 加 情 
本 区 A/ wa 十 2(x2 十 y2) 生 《 十 923 本 " 
如 下 凡 
皇 
避风 《2x2 十 y2) 注 
站 2 一 总 wa 站 2 蕊 一 33Jy” 
元 可 一 一 一 
攻 和 2 直入 2 〖《xX2 十 39232 
避 28 
可 一 一 一 一 全、 十 冯 多 2 四 
《3 十 和 272 攻守 2 -HH 入 2 全 


划 习 


CE 一 区 2 可 ka Le 
一 -一 一 一 - 
0 部 [ 
5x37 “3 < 


〔%2 十 人 2 


2 ”328 _y2z2 一 加 > 
号 
呈 《xz 十 92 六 


士 音 3 72 


= 一 一 


外 
区 十 和 有 所 汶 2 十 入 2 


5217。5 一 Xsinfx 士 多) 
解 5 一 sin(x 十 2 十 xeos(x 十 3 
一 xs 区 二 水] 


避 丰 
全 多 
2 一 cosfX 十 多 7 十 cosfX 十 一 %siaf 和 十 乡 ) 
一 2c0 红 十 轨 ) 一 和 singX 十 和 7 
日 

3 兴 - 一 光 SiEKE 人 十 及 
好 2 

回避 多 


-一 6D 人 和 十 如 一 节 Si 十 人 


35218 . 4 一 一 一- 


tai Di os% 名 
和 解 己 人 9 吾 卫生 
党 人 7 汪 
站 2 _ 科 S 让 器 和 2 十 册 攻 二 CC 日 各 对 
< 是 


二 学 


824 -2coaz2 
口 3 3 


2 2M%sin2e 
593 本 3 7 


也 
3219。4# 一 tg 衬 - 
名 邓 


四 加 部 2 和 
解 一 窟 人 二 -， 有 es 芝 
3 和 
3 如 一 二 seo 2 基 - 上 2 从 1 BE 2 
3 曙 别 
加 轩 2 ， 妆 六 有 文 委 
一 了 99 六 十 sec sim 
口 21 号 2 和 2 名 入 和 区 
3 一 可 和 -一 sin 一 ， 
人 
站 三 疆 2 3 
-= 一 马扎 呈 中 - set8 光 sin 站 
日 共 四 多 名 区 负 隐 
当 220 2 一 2 
证 山 下 一 3 一 Go 时 得 
器 世 
让 3 说 一 er-lnx 一 welnz， 
个 2 下 和 
与 和 一 和 (一 1)2o-z， 2 半 一 xpinzv， 
Di 1 
0 


一 2 MT 工 十 lm) 《=D2。 
3221。4 一 1nfYX 十 2 。 


和 解 9- 1 wk -3 多 
GX 十 3 ”9 基 十 入 2 
ac2t 1 
92X 《十 3222 
?4 2， 23272393 2(X 一 多 2) 
四 水 三 汉 十 多 有 【十 4 [3 
Du 2y 
自 %% 口 字 《YX 十 玉 2327 


3222。， 下 一 azC tB- 二 - 


已 1 ， 
Er 
Di 1 1 澡 


口 “4 归 芝 浊 2 _ 全 加 确 
问 汪 ”和 2 十 和 33 站 相 《XE 二 533? 
癌 2 直 一 1 十 9 
9xaGy 2 十 2 《二 
学 一 玉 2 
《 汪 ” 十 了 3737 


一 吕 十 子 
32235， 只 一 ITC 1 一 总 


A6 


和 解 ”由 776 题 知 


x 十 光一 和 十 arc tg 儿 一 2 开 
are ET 一 区 县 TG 主攻 党 十 aaTCR 《名 人 和 


其 中 sm， 1 或 一 1， 于 是 ， 


au 1 6 _ 1 
Gw% 1 十 xsa” 6y7y 十 斌 ， 


Di 2 区 2 2 
Dx2 (1 十 Y272 ， 问 Y5 《1 二 32822 
心 2 
妆 交 四 0， 
本 题 如 不 用 776 题 的 结果 ， 直接 求 导 数 也 可 落 解 . 
例如 ， 
Guy 1 ，， 1 一 艾 光 十 3 攻 二 和 ) 
大 头寸 少 《1 一 并 妇 7 于 
二 (二 
1 工 
于 将 


要 22 半 。 擅自 王 人 sin<77E7、 


| 1 所 
解 计 了 (7 
直子 
一 AlX 二 2 
JI 《xs 十 yy2] 生 


过 


率 


记 


臣 =- 盖 (7) 
V 1 一 区 和 十 与 生 1 


-vt 2 
| 才艺 2 十 区 


党 了 38 


xz 十 Js | 3 区 十 和 


一 
35 9 礼 ”TyTCxz 二 75 


人 3 和 
2x1y| 
24 _ 1 xz+ys) 一 8913| 
局 X 吕 yy 了 闻 


一 共 25 生 盾 区 一 和 区 | | (区 一 省 2》s 名 和 


yy 


《2 十 了 2? CHy3)5 
利用 3216 题 的 绪 果 . 


《3 关口)。 


x1y1(xz 十 ?2 一 “中 上 (xs 十 y22 十 27121] 


解 9al 芝 


_ ， 
8 fx 十 画 2 十 宅 2 
疡 下 季 
了 二 一 _ 3 加 
9 (zxa 十 3 十 z2 3 
au 
纺 【 廊 2 十 只 于 zs 之 
加 2 1 3 YX 
训 台 2 一 一 二 _ 
《32 十 3 十》 《二 
呈 2 一 洒 2 一 之 
天 一 一 一 一 一 一 
《zz 十 2 填补 ?23 
站 322 3X 则 
一 了 ， 
9xG3 《xz 十 多 2 十 22) 
利用 对 称 人 狂 ， 即 得 
个 2 和 23 一 % 一 2 个 2 五 35 一 
之 生生 于 7 生 ， 
2 《%2 十 入 2 十 过 2 有 9z” 【和 2 十 芭 2 十 2》 吕 
避 2 引 呈 忆 了 
本 3 
9y9z 。 (xz2 十 多 ?十 z2) 
az 3Xz 


8z8x (xz 十 y2 十 z2) 量 
5226， + 一 ( 袜 ) 。 


解 4 一 光一 


地 宁 


4H 


臣 -3 ) ， 
了 一 芝 ) in， 
-人 一 2(z 一 1324-23 一 2 1 (二 ， 
间 攻 一 (一 2( 一 2 一 1D)xcy 2 艺 小， 
3 一 (过 ) ?学 ， 
5 人， - 访 - 友 ( 和 ) 
- -过 G)， 


总 亲 一 (一 号 )， = 一 去 ( 攻 ) 芝 一 二 (过 
-7， 

on 
-sy (下 


Gx 包 汪 富 9 
Gy _ 3] 
加 光 局 xnX 一 2 2 了 
问 4 
到 疡 二 3 一 生 各 1] 卫 吕 

他 3 

曲直 
8 
Dx5 5 3 区 一 人 旨 
也 路 卫 忆 


一 _HlnaxrC22 十 31Inx)7 ， 


安村 
好 2 了 ， 
人 
六 也 旦 
站 三 下 
一 了 工 
加 区 口 忆 lnx* 3 一 - 
__ilnx"(2z 士 yinx)》 ， 
之 且 
个 和 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 局 下 
一 


只 史 吕 


5 


322 人 和， 二 一 


人 


侣 基 = “ 
工 一 一 2 -1 一 攻 y 
可 汇 号 “ 
外 中 四 
本 一 zy 1 Jpnx 一 zyxIlnx， 
吕 2 
一 1 iax" lay 一 zzlnxyinayyr， 
局 :9 
一 2 一 疙 二 上 922 
2 一 了 2 起 ) 区 ，， 
口 23 癌 
二 二 一 如 
3 忆 1 | > 本 于 《zz 一 1 一 = 
一 42 Inxv 《zelnox 一 了 一 1)， 
避 24 ， 人 到 
率 三 一 (2 Tayelny)jinxziny 


一 8 nx 1n238f1-3etax)》， 


-。 向 2 下 江 2 避 引 
3525) 
__ 3 TY 二 
区 ， 
加 如 xz 本 
卫 


一 42 :InxeC1 十 ofayore1 十 orlnxD3， 


(31Inx 十 业 ) 


一 圭 9*1 让 和 玫 。 攻 玉 守 下 泪 十 1》 
车 


《xx 一 0 7 一 及)。 
3229 . 设 5a3U 一 xz2 一 27y 一 392 《6 2 《 卫 》 下 一 


血 工 他 cosV 六 ， 验证 等 式 


证 《9) 如 -2x 一 2y， 3 一 一 2X 一 63， 
> 和 ， 日 za 加 
5 六 2， 588 一 2， 
好 2 抽 站 训 
二 筷 ， GDxey 8336x 
(6) 834 一 yaxm-1，Da 1 
有 一 57 一 22x InX (x 0)， 
， - 
5 一 2yx0 十 233x0 1lnx ， 
日 > 中 ee 中 42 一 13 2 
本 98 全 2 区 YX 十 223” 一 1 
2 了 全 
于 是 ， 问 “ 名 和 


DBxoy axwax 


祁 有 


才学 


〈《a) 当 0 一 x%<y 时， 我 们 有 
一 证 CC 让 必 开 一 are cos 忆 芝 ， 
“ Y 3 ww 了 


en _ _ 工 一 1 
一 。 -一 一 一 一 一 一 -= 一 一 一 -= ， 
2 wx(3 一 %7 


站 WY 1 一 兰 2 ww 人 


32 一 (VS)= ，， 
9y Via- 六 3 2 y5CY 一 X》 


他 到 引 上 ， 
ay 和 芭 世 条 一 区) 


| 
后 | 四 


-at 1 
03DX 和 4 区 9 一) 43K3 一 一 0) 生 


工 
2 可 
簿 


王 、 YKg3 一 扣 ) 


于 是 ， 当 0 一 xz< 扫 时 ， 有 
颁 2 下 可 全 旨 


xy ”9y6x“ 


当 yxY-<0 时 ， 蜗 一 工 攻 cos 以 一 世 
一 了 


ua 一 二 一 一 一 一 ) 
局 和 4 2 ww 一 YA 一 和 
Vi 了 


2 /一 XXX 一 9 
4 一 1 -一 一 和 
9 Ya 衬 ， 8 一 光 ) 2 一人 
34 工 
一 到 
ax97 本 Ay 一 和 [和 一 多 放 
sz 1 十 AW 一 多 
3 一 人 _ 鱼 
939% 4 一 XWAIR 一 4/ 
1 忆 
下 于 … 
到 一 加 CX 一 区) 加  ， 
于 是 ， 当 y<<ax<< 0 时 ， 志 有 
局 村 局 ?8 


ExGyw yaox” 


仔细 观察 可 以 看 至 ， 在 不 同 的 区 域 上 ， 一 防 偏 导 
数 相 差 一 个 符号 ， 企 一 阶 浊 合作 


5230 误 Fx， 力 一 xy25 二 35 = 十 3 。 荐 xx2+T3yz 夫 0 及 了 00: 07 一 


站 .证明 
(9 07 关 六 《00)， 
证 由 于 
eco 
本 wet 品 党 坟 = 宁 芝 


5231 。 


故 ,f (0,y) 一 一 2， 从 而 


天 oo= 呈 [reo | =--， 


同 法 可 求 得 F*(x, 0) 一 x， 从 而 


了。 《9， 0= 亲 [7 《2X。 o | 一 1 


于 是， K0, 0) 二 /2 (0)。 


设 2 一 xz 为 站 次 齐 次 函数 ， 就 下 列 各 题 验证 关 
于 齐 次 叮 数 的 尤 拉 定 理 ; 


《aa 人 一 《% 一 2 了 十 32)2 【后 》 汪 一 - Fa 


《1 
(3》 和 和 
证 ”关于 呈 次 齐 次 函数 的 龙 拉 定理 邵 下 ; 


设 # 次 齐 次 图 数 六 x， 2 2 在 域 志 中 关于 所 有 
变量 均 有 连 乓 偏 导 函数 ， 则 下 述 等 式 成 立 


2 (Xiz 十 了 F《 和 2 十 2F《X。， 区 。2) 


一 BCxyyy2)。 
《3 由 于 ft 一 289 十 3tz)2 一 ti 故 业 汐 二 供 齐 次 于 
数 。 又 末 


和 为 了 书写 的 尚 伍 ， 在 这 里 我 们 和 反 限 于 讨论 三 个 变量 的 情 。 


5 可 


好 直 
2 一 一 < = 一 一 24 十 3 
本 2 一 2 二 32 5 各 一 全 沁 十 和 2 


au 
癌 2 


矿 得 


55x 一 23 十 3z)， 


口红 如 此 站 下 
与 十 了 有 本 十 区 5 一 《区 一 人 2x 一 4 
世 避 十 3 十 二 3 《 一 2 十 SET 《 胞 


十 627》 一 24y 
即 范 数 * 针 足 龙 拉 定理 . 
《 司 > 由 于 对 任何 的 FF 一 0y 
NT TSTCE3E wx 十 2 十 2 
故 二 为 堆 次 齐 次 函数 .又 因 
全 -一 了 2 十 也 和 问 球 一 名 末 
9x (xz 十 yy2 十 zs3 y (xz 十 32 二 22? 


一 扣 。9 


生 


9 < 世 妆 
从 2 于 


《x2 十 32 二 2) 


故 得 
曲直 站 二 她 引 1 
吕 到 一 十 多 二 一 十 芝 一 
日 区 日 9 侣 产 Cxs 二 yz 二 za 


十 xz 一 工务 2 一 愉 2 一 个 “下 
耻 遂 数 2 满足 苑 拉 定 理 ， 
Ca) 由 于 


可 《总 3 
也 


茸 了 


了 252 . 


可 


了 2 

了 

故 盘 数 zx 为 零 次 齐 次 通 数 .又 因 
us .2 福全 


3 重 
一 (过 ) 一 可 (ft>~07， 


沾 一 (二 ) 


5 ”3 2 | 
改 得 
口 和 Re Gu -3 多 
下 十 3 入 十 2 十 了 训 (ln 了 1 1) 
一 了 一 一石。iy 
即 函 数 a 满 下 尤 拉 定 理 . 
证 明 : 若 可 微 郴 数 s 一 六 xz ,yyz)? 满 下 方 程式 
剖 引 如 全 5 
世 避 十 ?yy 二 2 证 > 一 as 


峙 它 为 二 次 齐 次 通 数 。 
证 任意 团 定 域 中 一 点 Cxayyoyzo2，: 彦 六 下 面 的 芍 
郴 数 Cf-0): 


严 (D 一 - 女 txoot3yostze) ， 


它 当 柱 -0 时 有 定义 且 是 可 微 的 .应 用 复 全 函数 的 求 
导 法 则 ，。 对 上 求 导数 即 得 


卫 
国 


忆 7Cf) 一 二 rcrxe to， Tezo) 十 yo8 【fos 


zyos fzo) 十 zoF (txo， fyoyfzo) 
加 


一 FT 了 CE09 3 下 0 人 


一 1 txtexosroo， 2 》 十 焉 如 0 


(Co toytzo) 十 tzoF twostyoytzo) 


一 ntxoytyaytzo 计 ， 


用 于 fxop7 CHxostyonteo) 十 foF 《ixoyfyosfzo7 十 fzo 


“* v (fxos fos 划一 人 (asf30s 站 0 


矶 
到 上 信 让 一 站 。 
从 面 当 =-0 内， 下 Ci) 一 上 ， 基 中 为 常数 。 现 在 确定 
ce， 为 此 ， 在 定义 区 和 梨 的 等 式 中 令 上 一 1 ， 则 得 
5 一 FCXos3ps20)。 
于 征 ， 


邱 作 


3255。 


开 Cm=- 人 人 oa > 一 六 YXoy py 2np9s 


虹 
TCDE3osg207 一 上 六 Xovyos2o)。 


.二 式 说 明 函 数 埠 < yy，2z) 为 一 个 站 次 的 齐 次 函数 ， 这 


就 是 廊 要 证 明 的 .。 
证 朋 : 落 乒 x， yz) 是 可 微分 的 # 次 齐 次 末 数 ， 则 其 


仿 导 函数 F (xy， >),F(xyyyzyoF xz，y，2) 是 


(2a 一 1) 次 的 齐 次 尊 数 。 
证 ”由 等 式 

一 
两 器 分 别 对 <，>?，>: 求 偏 导 函 数 ， 则 得 


txty zy 一 1FTCzs303)， 
Et ti) 一 nF (zs 
8 tt stz) 一 所 PCxsysz)?， 
其 中 Ai 8 分 别 代表 


Fo 第 一 个 ， 第 二 个 ， 第 三 个 变量 的 偏 导数 。 
于 古 ， 
Cix， 于 fi 一 fiCwo3s2)， 


CH ty ie) 一 可 1 了 ICYs3ys2)， 


了 国 区 二 汪 让 


卫 偏 导 机 数 产 ( 人 2 yz) 《2 了 (5 3 


二 汶 6 一 1? 次 的 齐 次 通 数 ， 
5234。 设 5 一 xyz) 是 可 币 分 丽 次 的 和 次 齐 次 画 数 . 证 本 


(> 洛 上 + 二 名 一 训 [ 攻 -一 38。 


证 ”由 3233 题 知 : 


癌 g 
四 


汪 ， 生 及 -3 拘 为 人 % 一 1) 次 齐 次 


靖 数 ,应 用 尤 拉 定理 ， 即 得 


局 日 局 生 

(> xz 一 (一 1752， 《1 >》 
_ rar 

(x 兴 二 > = 如 ) 和 Ca 一 1)y， 《22 
全 Da rr 9Gt 

kz 这 + 证 十 = 和 17 宫 z (3? 


独 (1) 式 本 端 和 滋 以 % ，(2)? 式 两 端 乘 以 yy (3)7 式 两 
端 溢 频 = ， 然 后 相 训 ， 即 得 


下 日 2 已 革 如 于 
(> 总 二 > 训 +z 汪 ) Hz 3 十 2 人 
十 z -3 = 一 1)8 
这 就 是 所 要 证 明 的 等 式 。 


可 了 


求 于 列 画 数 的 一 舱 和 二 阶 微分 人 xs3yz 为 自 变 数 ): 
32355 。4 一 X 3。 
解 Ge 一 3713TICR3GX 十 四 9 
旭 2 人 一 [ 列 一 上 7 和 2 和 全 2 十 2 3 
十 约 和 一 122X73 2 人 3 
一 % 23 CE 夫 一 3 人 和 二 28148XYGY 可 了 
十 条 (得 一 了 22 2。 


一 所 
了 3236 ， 人 


解 cr 一 2 ， 
XIY 一 GEXG3D) 一 22GK2GdYX 一 %G3) 
4 . 


一 一 喜 (yadx 一 xdy)dy， 
5237 。u 一 /2 于 3。 


__AGY 十 3 了 dy 
得 全 /于 和， 


,dd( 一 一 一 一 SG 十 g2  《CXZGX 十 卫 d3 
wwV X8 十 光 8 wx 十 区 (Kxa 十 ya) 


CC 一 G3Y2 
Cx2 十 92 入 


看 之 


和 媚 du -CdX 士 dy 
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2 十 水 《2 十 各 2 


《3 一 区 交合 X2 一 dy ?一 4x2cxcyy 
《2 二 人 7 
攻 23D 。 革 一 < 
解 du 一 edX 二 xD)， 
本 2 一 BTK3c 十 xy)72 二 2dxcor 
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解 dz 一 (3 十 23GX5TK2 直 Xegy 十 (X 十 92， 
斌 2 和 一 号 Kx 十 过 yqdz 十 可 2 
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站 攻 
解 de 一 一 [xdx 十 dy 二 292 
《2 上 多 JS 一 2262d3 十 yd》 
《 共 十 了 放 
2 一 e+y2)202(xdxd+ydypadz 


一 25XGX 十 3 一 25fdX2 十 cy) 
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